Mathematik III - Lineare Algebra fur Okonomen

Prof. Dr. D. Klatte

Vorlesung im Friihjahrssemester 2008

Studierenden der Wirtschaftswissenschaftlichen Fakultat, die in ihrem Bachelor- und Mas-
terstudium mit quantitativen Methoden ihres Studienfachs zu tun haben werden, sei drin-
gend empfohlen, sich im Verlaufe ihres weiteren Studiums mathematische Kenntnisse und
Fahigkeiten anzueignen, die deutlich iiber den obligatorischen Grundkurs Mathematik 1
und Il hinausgehen. Fine Moglichkeit dazu bietet die Lehrveranstaltung Mathematik 11T -
Lineare Algebra fiir Okonomen (zukiinftig kurz Lineare Algebra fiir Okonomen genannt),
die in engem Zusammenhang mit der Lehrveranstaltung Mathematik III - Analysis fir
Okonomen im Sommersemester steht.

Natiirlich werden gegeniiber der Mathematik II, in der eine Einfiihrung in die lineare
Algebra gegeben wurde, auch zahlreiche neue Inhalte vermittelt, aber wir greifen die dort
behandelten Themen und Methoden auf, vertiefen sie, vor allem begrinden wir sie und
bauen sie aus. Das erfordert einen hoheren Grad an formalem Herangehen im Vergleich
zum Grundkurs.

Wichtige Inhalte der Lehrveranstaltung Lineare Algebra fir Okonomen sind u.a. Vek-
torrdume (ohne und mit Skalarprodukt), lineare Abbildungen, Matrizen, Eigenwerte und
Anwendungen dieser Kapitel. Als grundlegendes Lehrbuch wird P. Kall, Lineare Algebra
fiir Okonomen, Teubner, 1984 empfohlen, weitere Literaturhinweise folgen weiter unten.

Sehr wichtig ist die aktive Mitarbeit in den Ubungen, vor allem auch das selbststindige
Losungen der wochentlichen ﬂbungsaufgaben fiir zu Hause.
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Kapitel 1

Vektorraume

1.1 Gruppen

1.1.1 Motivation

Was haben die folgenden Beispiele gemeinsam?
1.1.1 Beispiel. Zwei reellen Zahlen x und y sind

ihre Summe = +y (wieder eine reelle Zahl),
ihr Produkt z -y  (wieder eine reelle Zahl),

zugeordnet, und es gelten fiir x,y, z € IR bekanntlich Gesetze wie

(wty)tz=wty+2), (@y)-z=z-(y-2), sty=y+az
r+0=0+z=2,2-1=1-2= :1:7é0:>xx =1
und andere Eigenschaften. &
1.1.2 Beispiel. Es seien (iy,...,iy,) ein Vektor von (reellen) Produktionsinputs und
(a1,...,a,) ein Vektor von (reellen) Produktionsoutputs - etwa in Periode 1 -, zusam-

mengefasst zu einem Vektor von Produktionsaktivitaten

P="(11, b, A1y, Cp).

Die Menge der Vektoren von Produktionsaktivitaten dieser Form sei mit P bezeichnet,
d.h., es gilt p € P. In Periode 2 sei analog ein Vektor von Produktionsaktivitaten

p=",. .. i, a, ..., a)
gegeben, d.h., es ist wieder p’ € P. Offenbar liegt nun die
Summe p + p' = (iy + 11, ..o i + 0y, 01 F A, G+ ayy,)

bt
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wieder in der Menge P der Produktionsaktivititen, und es gelten fiir p,p/, p"” € P

p+p)+p"=p+@+p"), p+p=p+p pto=

I3

und andere Gesetze, wobei 0 = (0,...,0,0,...,0) ist. &

1.1.3 Beispiel. Sei M die Menge der regularen quadratischen Matrizen der Ordnung n.
Zwei Matrizen A € M und B € M ordne man

das Matrizenprodukt AB
in der tiblichen Weise zu. Offenbar haben wir wieder
AB e M.

Eine besondere Rolle spielt bekanntlich die Einheitmatrix I, d.h., die Diagonalmatrix der
Ordnung n, deren Hauptdiagonalelemente stets gleich der Zahl 1 sind. Welche der in den
vorigen Beispielen genannten Gesetze gelten hier ebenfalls?

Zusatzfrage. In Mathematik I hatten wir eine inverse Matrix zu A € M so definiert:
Eine Matrix X heisst die zu A € M inverse Matrix, falls

XA=1

Wir hatten in der Mathematik II ohne Beweis behauptet, dass die Inverse eindeutig be-
stimmt ist und dass gilt

AX =1. (1.1)
Warum gilt das? &

Allen drei Beispielen ist folgendes Prinzip gemeinsam:

zwei Elemente a und b irgendeiner gegebenen Menge G
verkniipft man zu einem neuen Element a % b in G,
und man fragt nach ”Rechengesetzen” fiir diese Verkniipfung.

Mathematisch ist also eine Verkniipfung eine Abbildung von der Produktmenge G x G in
G, d.h.,

(a,b) e G XG — axb €@,

und es entsteht die Frage, welche Rechengesetze man bereits aus gewissen Grundannahmen,
sogenannten Aziomen (Duden: Axiom = "keines Beweises bediirfender Grundsatz”), {iber
die Verkniipfung erhalt - unabhangig von der konkreten Interpretation. Man nennt das
das Studium algebraischer Strukturen.
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1.1.2 Definition einer Gruppe

1.1.4 Definition. Gegeben sei eine Menge G. Gegeben sei ferner eine Verknipfung * auf
(G, d.h., eine Abbildung von G x G in G.

Die Menge G zusammen mit der Verkniipfung * (wir schreiben das als ein Paar (G, %))
heisst Gruppe, wenn folgende Axiome erfiillt sind:

Al. (Assoziativgesetz) (a*b)*xc=ax (bxc) fir alle a,b,c € G.
A2. Es gibt ein neutrales Element e € G beziiglich der Verkniipfung * mit den folgenden
Eigenschaften:
(i) exa = a fir alle a € G,
(ii) zu jedem a € G gibt es ein a’ € G, inverses Element von a beziiglich der
Verkniipfung * genannt, so dass a’ x a = e.

Man spricht von einer kommautativen Gruppe oder abelschen Gruppe, wenn (G, )
ausserdem dem

A3. (Kommutativgesetz) a*b=bxa fir alle a,b € G
genligt. &

In einem konkreten Kontext heisst das neutrale Element meist Nullelement (falls * als Ad-
dition interpretiert wird) oder Finselement (falls * als Multiplikation interpretiert wird).

Offenbar gilt in den obigen Beispielen:
(IR, +) ist eine kommutative Gruppe mit dem neutralen Element 0 € R,
(R \ {0}, -) ist eine kommutative Gruppe mit dem neutralen Element 1 € R,

(P, +) ist eine kommutative Gruppe mit dem neutralen Element o € R™*™".

1.1.5 Ubung. Eine algebraische Struktur (G, %) sei wie folgt gegeben:
G={0,1} mit 0x0=0,0%1=1%0=1, 1%1=0.

Ist (G, %) eine Gruppe? Woran erinnert Sie das Beispiel? &

1.1.6 Ubung. Man untersuche fiir die algebraische Struktur (IR, %) mit

(r +y) (arithmetisches Mittel)

DN |+—

TRy =

die Axiome (A1), (A2) und (A3). &
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1.1.7 Ubung. Man zeige (vgl. Beispiel 1.1.3), dass fiur die Menge M der reguldren
quadratischen Matrizen der Ordnung n und die Verkniipfung

A®B:=AB (gewdhnliches Matrizenprodukt)

durch (M, ®) eine Gruppe definiert ist, die fiir n > 2 nicht-kommutativ ist. Man verwende
als Definition der Regularitit einer Matrix A € M die Eigenschaft, dass es eine quadrati-
sche Matrix X der Ordnung n gibt, so dass XA = [ ist.

Losung: Sei M(n,n) die Menge der quadratischen Matrizen der Ordnung n. Offenbar gilt
nach den Gesetzen der Matrizenmultiplikation fiir alle A, B € M (n,n), dass
AB € M(n,n) und IA=A.

Die zweite Eigenschaft folgt, weil fir A = (a;;); =1, das Skalarprodukt der i-ten Zeile
von I mit der j-ten Spalte von A das Element a;; ergibt.

Die Studenten mogen selbststéndig das Assoziativgesetz in M (n,n) beziiglich der ge-
wohnlichen Matrizenmultiplikation nachpriifen. Falls das geschehen ist, sind die Ausfiihr-
barkeit der Verkniipfung ® und die Axiome (A1), (A2 i) sogar fiir M(n,n) bewiesen.

Bleibt also zu zeigen, dass die Verkniipfung ® nicht aus M herausfithrt und auch Axiom
(A2 ii), aber nicht (A3) erfiillt ist.

Wenn A € M und B € M, so existieren nach Definition der Regularitat quadratische
Matrizen X; und X, der Ordnung n, so dass
XiA=1 und XyoB=1. (1.2)
Folglich gilt nach dem Assoziativgesetz in M (n,n) sowie wegen IB = B und (1.2)
(X2X1)(AB) = X5(X1(AB)) = Xo((X1A)B) = X5(IB) = XoB = I,
d.h., auch AB ist reguliar. Die Existenz eines inversen Elements ist per definitionem

gesichert (vgl. (1.2)), somit gilt auch (A2 ii).

Ein Gegenbeispiel zur Kommutativitat (A3) fiir n = 2 ist z.B.:

) (10 ) 1 1) T T, (21
MltA.—<1 1)g11t <1 2)—AA #AA—(I 1),

wobei das Symbol T das Transponieren einer Matrix bedeutet. Im Falle n > 3 bilde man
mit der Einheitmatrix I € M(n —2,n —2) und der Nullmatrix O passender Dimension die

Blockmatrix
B =
=\o 1 )

und es gilt BBT # BTB. &
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1.1.8 Hinweis: Beim Nachweis, ob eine algebraische Struktur (G, ) eine Gruppe ist,
sind zwei Dinge nachzupriifen, namlich

(1) ob mit a,b € G auch a * b in der Menge G liegt,

(2) ob die Gruppenaxiome (A1) und (A2) erfiillt sind.

1.1.3 Eigenschaften von Gruppen

Unabhangig von der konkreten Interpretation, lassen sich fiir alle Gruppen gewisse Eigen-
schaften der Verkniipfung herleiten.

1.1.9 Satz. Ist (G,x*) eine Gruppe, so gelten folgende FEigenschaften:

1. Das neutrale Element e € G ist eindeutig bestimmt und hat auch die Eigenschaft
axe=a firallea € G.

2. Zu jedem a € G ist das inverse Element a' eindeutig bestimmt und hat auch die
FEigenschaft a x a' = e.

Das zu a € G eindeutig bestimmte inverse Element wird von nun ab mit a=! bezeichnet.
Dann gilt auch

3. (aHt=a und (a*xb)"'=0b"1txa"! firallea,beG.
4. axx=axy=x=y und uxa=v*xa= u=wv firallea,z,y uvéeEQqG.

Eigenschaft 4. umfasst sogenannte Kiirzungsregeln. &

Beweis: Um Schreibarbeit zu sparen, benutzen wir
ab an Stelle von a * b.

Zul. und 2.:
Sei e ein neutrales Element und a € G beliebig. Zu a gibt es ein inverses Element a’,
zu diesem wiederum ein inverses Element, das wir ¢” nennen. Dann folgt aus den Axiomen

ad’ = e(ad’) = (a"d')(ad’) =

und es folgt
ae = a(d'a) = (ad')a = ea.

Damit sind bereits die Vertauschbarkeitsaussagen in 1. und 2. bewiesen.
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Die jeweilige Eindeutigkeit folgt nun so. Ist n ein anderes neutrales Element in G, dann
haben wir

ne = e (da n neutrales Element) und en = n (da e neutrales Element),

wegen ne = en folgt dann e = n, also ist e eindeutig bestimmt.
Ist a° ein anderes inverses Element zu a € G, dann folgt

a® = a’e = a°(ad’) = (a®a)d’ = ed = d/,

also ist @’ eindeutig zu a bestimmt. 1. und 2. sind bewiesen.

Zu 3. und 4.:

Aus aa™! 1

= e folgt, dass a invers zu a1 ist, also (a™!)~! = a. Weiter gilt

(b ta Y (ab) = b Ha " (ab)) = b ((ata)b) = b Heb) =b b=

und damit 3., wahrend die Kiirzungsregeln 4. sich nach Verkniipfung ("Multiplikation’)
von links bzw. rechts mit a~! ergeben. O

1.1.10 Ubung. Formulieren Sie die in Satz 1.1.9 hergeleiteten Gesetze speziell fiir die
Gruppe (M, ®) der reguléren quadratischen Matrizen der Ordnung n (mit der gew6hnlichen
Matrizenmultiplikation A ® B := AB).

Erkennen Sie einige der im Fach Mathematik II gelernten Gesetze wieder? Haben wir
nun insbesondere Eigenschaft (1.1) bewiesen? &

1.2 Definition eines Vektorraums und Beispiele

Analog zum Begriff der Gruppe wollen wir nun axiomatisch den Begriff des Vektorraums
einfiihren. Im Unterschied zur Gruppe wird eine Menge V' nicht nur mit einer Verknpufung
(" Addition”) in V versehen, sondern auch mit einer weiteren Verkniipfung zwischen reellen
Zahlen (”Skalaren”) und Elementen aus V.

1.2.1 Definition. Eine Menge V, die mit einer Addition + : V x V — V und einer
Multiplikation mit Skalaren @ : R x V' — V versehen ist, heisst (reeller) Vektorraum
bzw. (reeller) linearer Raum, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

(B1) (V,+) ist eine kommutative Gruppe,

(B2) und es gelten als weitere Rechenregeln

A+p)ov = A@u + pev

AR v+w) = AQv + AQuw

AR (p®v) = (An)®u
1®v = v

fiir alle v,w € V und alle A\, u € R.
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Das neutrale Element beziiglich 4 heisst Nullelement des Vektorraums und wird in der
Regel mit o bezeichnet. Das Inverse zu v € V beziiglich der Addition wird mit —v bezeich-
net. Ferner schreiben wir v — w statt v + (—w). &

1.2.2 Definition. Elemente eines Vektorraums V' heissen Vektoren. Wir heben sie in
der Regel durch Unterstreichen hervor, also v, w, o etc. <&

1.2.3 Erneuter Hinweis: Wie beim Thema Gruppen darf beim Nachpriifen der Vek-
torraumeigenschaften nie vergessen werden, auch nach v + w € V (falls v,w € V) und
A@uveV (falls A € R, v € V) zu schauen!

1.2.4 Wir beschranken hier auf die Betrachtung reeller Vektorraume - und lassen daher
auch den Zusatz reell bei der Benennung eines Vektorraums dann weg -, obwohl in zahl-
reichen Anwendungen auch die Multiplikation ® von Vektoren mit komplexen Zahlen von
Interesse ist. Allgemein lasst sich der Begriff des Vektorraums sogar auf die Multiplikation
® mit Elementen aus einem beliebigen sogenannten Korper ausdehnen. Fiir Interessenten
sei z.B. auf G.Fischer, Lineare Algebra, Vieweg, 2002 verwiesen.

1.2.5 Die Symbole 4+ und ® in der Definition eines Vektorraums haben wir nur zur deut-
lichen Unterscheidung von den Operationen in der Menge der reellen Zahlen R verwendet.
Wir schreiben ab sofort (in der Regel) einfacher

A und v+w statt A\®@uv bzw. v + w.

1.2.6 Beispiele fiir Vektorraume sind, wie der Leser leicht selbststandig nachpriift,

(i) der Vektorraum IR", d.h., die Menge der n-Tupel reeller Zahlen, versehen mit der
Addition bzw. Multiplikation (mit A € R)

(al,...,an)T—l—(bl,...,bn)T = (a1+b1,...,bn+an)T,
Mag,...,a,)" = (Nay,...,Aa,)".

Bemerkung: Wie in der Mathematik II wollen wir Elemente des Vektorraums R™ in der
Regel als Spaltenvektoren schreiben, deshalb steht hier das Transponiertheitssymbol .

(ii) der Vektorraum C|a, b] der auf einem Intervall [a, b] stetigen reellwertigen Funktionen,
versehen mit der Addition bzw. Multiplikation (mit A € IR)

(f+9)(@) = flx)+g(x) firallez € [a,b],
(Af)(x) = Af(x) fir alle z € [a,b],

fiir gegebene stetige Funktionen f und g.
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(iii) der Vektorraum C'[a,b] der auf einem Intervall [a, b] stetig differenzierbaren reellwer-
tigen Funktionen, versehen mit der Addition bzw. Multiplikation (mit A € R)

(f+9)(x) = f(x)+g(x) firalle z € [a,b],
Af)(z) = Mf(x) fir alle x € [a, ],

fiir gegebene stetig differenzierbare Funktionen f und g.

(iv) der Vektorraum P™ der Polynome f hochstens n-ten Grades, d.h., von Funktionen
der Form

re€R— f(x) ::ao—l—Zajxj, a; € R(j=0,1,...,n) gegeben,
j=1

versehen mit der Addition bzw. Multiplikation (mit A € IR)

(f+9)(x) = f(z)+g(x) firalle z € R,
(Af)(x) = Af(x) fur alle x € R,

fiir Polynome f und ¢ in P™.
(v) der Vektorraum M (m,n) der reellen Matrizen mit m Zeilen und n Spalten und
komponentenweiser Addition bzw. Multiplikation (mit A € R) analog zu (i).

1.2.7 Aus den Axiomen abgeleitete Rechengesetze: Aus den Axiomen fiir das
Rechnen in einem Vektoraum V folgt fiir beliebige v € V und A € R:

1. OJv=o0

2. Ao =0

3. AMN=0o = A=0 oder v=o0
4. (Flp=-v

5. (=Au=—(\) = A(-v)

Beweis:

1. Mit den Axiomen gilt
0+ 0v=0v=(0+0)v=0v+0v

und folglich 0 = Ov wegen der Kiirzungsregel fiir die Gruppe (V,+), vgl. Satz 1.1.9.

2. Mit den Axiomen gilt
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und somit 2. wiederum wegen der Kiirzungsregel fiir die Gruppe (V, +).

3. Ist A\v = o, aber A # 0, dann haben wir

letzteres wegen 2.

4. Es gilt nach den Axiomen und Eigenschaft 1.
v+ (-v=1lv+(-v=(1-1v=0u=o,

und damit ist (—1)v das inverse Element zu v beziiglich der Addition.

5. Es gilt nach 4. und den Axiomen
—(A) = (=1)(Av) = (=1)Nv = (=A)v = (A(=1))z = AM(-1)z) = A(-v),
was 7U zeigen war. O

1.2.8 Definition. Sind V ein Vektorraum, v’ € V und \; € R fiir ¢ = 1,...,m, dann
heisst

D A’ = At A 4+ A
i=1
eine (endliche) Linearkombination der Vektoren v', v? ..., v™.

Ist X eine nichtleere Teilmenge von V', so heisst die Menge aller endlichen Linearkom-
binationen von Vektoren aus X die lineare Hiille von X und wird mit lin X (in vielen
Biichern auch mit span X) bezeichnet. Man setzt lin () = {o}.

Ist J eine beliebige Indexmenge, die moglicherweise aus unendlich vielen Elementen

besteht, so bedeutet per definitionem die Schreibweise
o= A\
jeJ
dass es eine endliche Teilmenge I = {j1,...,jm} von J gibt, so dass o = > " | A0 gilt,

also die restlichen Koeffizienten gleich 0 sind. &

Durch vollstandige Induktion (vgl. P. Kall, Lineare Algebra fiir Okonomen, Teubner, 1984,
Lemma 1.3) zeigt man

1.2.9 Lemma. Sind v°, v!, ..., v™ Elemente eines Vektorraums V und \; € R fir
1=20,1,...,m, dann gelten die Klammerregeln

(Z)\z) QO = Z(Az‘yo)

i=1 =1

M (Oov) = > ().

i=1 =1
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&

Wir vereinbaren, dass die Teilmengenbeziehungen im folgenden so geschrieben werden:

A C B bedeutet: xr € A = x € B,
A'G B bedeutet: A C Bund A # B,

im Unterschied zur Vorlesung Mathematik I1.
Man kann ebenfalls durch vollstandige Induktion unmittelbar zeigen, dass jede endliche
Linearkombination von Elementen eines Vektorraums V' wieder in V' liegt, d.h., es gilt

XCcV = linXcCV. (1.3)
Uberdies gilt

1.2.10 Satz. Die Abbildung, die jeder Teilmenge X eines Vektorraums V ihre lineare
Hiille zuordnet, ist ein sogenannter Hullenoperator, d.h., es gelten die folgenden FEigen-
schaften:

(i) X ClinX fiir alle X C V,

(i) X CY = linX C linY fiir alle X,Y C V,

(iii) lin (lin X') = lin X fiir alle X C V. &

Beweis: Der Fall X = () ist offensichtlich. Sei also X # ). (i) Jedes v € X ist auch gleich
lv, also in lin X. (ii) Da jede endliche Menge von Vektoren aus X auch Teilmenge von Y
ist, liegen alle aus ihr gebildeten Linearkombinationen nicht nur in lin X, sondern auch in
linY. (iii) Wegen (i) und (ii) sowie (1.3) ist nur noch lin (lin X') C lin X zu zeigen. Sei v
eine endliche Linearkombination von Elementen aus lin X, d.h., es habe die Darstellung

y:Z)\iQi mit \; €ER, v' €linX, (i=1,...,m).
i=1

Jedes v’ ist aber endliche Linearkombination aus Elementen aus X. Also sind an der Erzeu-
gung aller dieser Vektoren v’ insgesamt endlich viele Elemente 2!, ..., 2" € X beteiligt.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit gilt also (man setze ggf. einige Koeffizienten gleich
0) fiir jedes v’ eine Darstellung

N
yi:ZMm&j, pp € R, (1=1,...,m;j=1,....N).
j=1

Das liefert
N

v= Z A i)

=1
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und besagt mit den Klammerregeln von Lemma 1.2.9, dass
m N N m N
vo= Y Qe = Y ! = D (O hy)ad, (1.4)

i=1 j=1 j=1 i=1 j=1 i=1

was zu zeigen war. O

1.3 Erzeugendensystem, lineare Unabhangigkeit und
Basis

Wir wissen bereits aus der Mathematik I, dass es von grossem Interesse ist, ob ein Vek-
torraum V' bereits durch Kenntnis endlich vieler seiner Vektoren vollstandig beschrieben
werden kann, genauer: ob jeder Vektor in V' sich als Linearkombination endlich vieler
ausgewahlter Elemente aus V' darstellen ("erzeugen”) lasst. Das steckte z.B. hinter der
Bestimmung einer allgemeinen Losung mit dem Algorithmus von Gauss.

Eine bekannte Tatsache ist z.B.

R" =lin{c',... e"},

d.h., jedes Element des Vektorraums der n—Tupel reeller Zahlen lasst sich durch eine Lin-
earkombination aus den Einheitsvektoren

e =(0,...,1,...,0)T, 1 an der i-ten Stelle,

erzeugen. Noch einfacher ist das Beispiel V' = IR: Jeder ”Vektor” aus V lasst sich durch
irgendein beliebiges Element a # 0 erzeugen.

Im allgemeinen ist es nicht mdglich, einen beliebigen Vektorraum durch endlich viele
Elemente zu erzeugen. Deshalb fassen wir den Begriff des Erzeugendensystems allgemeiner
als in der Mathematik I1.

1.3.1 Definition. A C V heisst Erzeugendensystem (oder Menge von Erzeugen-
den) von V, wenn jedes Element von V' als endliche Linearkombination von Elementen in
A darstellen lasst, in anderen Worten: wenn V' = lin A. &

Wir haben bei der Umformulierung 'in anderen Worten’ benutzt, dass wir schon wissen,
dass A C V = lin A C V gilt. Speziell folgt aus der Definition, dass jede Teilmenge B von
V', die ein Erzeugendensystem A von V umfasst, selbst wieder ein Erzeugendensystem von
V ist. Es gilt etwas allgemeiner

1.3.2 Satz. Seien V ein Vektorraum und A, B C V wie folgt:
A ist Erzeugendensystem von V,

jedes Element aus A gehért zu lin B,

dann ist auch B Erzeugendensystem von V. &
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Zum Beweis ist nach Satz 1.2.10 und der Definition eines Erzeugendensystems nur zu
bemerken, dass offenbar gilt (beachte wieder BC V' = linB C V):

AcClinB = linAClinB = V=IlinAClinBCV = linB=V.

Interessant ist nun natiirlich die Frage, ob man einzelne Elemente aus einem Erzeu-
gendensystem eliminieren kann, ohne dass die Eigenschaft, Erzeugendensystem zu sein,
verloren geht oder ob es sogar ein "kleinstes” Erzeugendensystem gibt. Bei der Beantwor-
tung hilft ein zentraler Begriff der linearen Algebra, der der linearen Unabdingigkeit.

1.3.3 Definition. Eine endliche Teilmenge {v!,...,v™} von Vektoren aus einem Vektor-
raum V heisst linear unabhdngig, falls die Implikation

ddvi=0 = A=...=X=0

i=1
gilt, d.h.; falls sich der Nullvektor o nur als triviale Linearkombination der Vektoren
vl ..., v™ darstellen ldsst. &
Natiirlich ist der Nullvektor stets Linearkombination aus endlich vielen Vektoren v?, ..., v™,
namlich 0 = 0v! + ... + 0v™ (die triviale Linearkombination). Wenn das aber die einzige
Modglichkeit ist, den Nullvektor aus v!,...,v™ zu erzeugen, dann spricht man von linearer
Unabhéngigkeit.

Sofort aus der Definition folgt, dass jede Teilmenge einer linear unabhangigen Menge
{v!,..., 9™} C V selbst wieder linear unabhéngig ist.

1.3.4 Beispiel. Seien V = R* und

IS
I
— = =
<
Il
O =
O O

dann ist die Menge {v!, v? v3} linear unabhingig, denn das homogene lineare Gleichungssys-
tem

)\1 + )\2 ‘I’ )\3 - 0
A+ A+ A3 =0
)\1 + )\2 - 0
)\1 = 0
hat nur die triviale Lésung \; =0 (i = 1,...,3). &

1.3.5 ﬂ'bung. Seien V' = P2, d.h., der Vektorraum der reellen Polynome hdochstens
zweiten Grades, und v* = v;(+) (i = 1,2, 3) mit

2

, vo(7) = 2, v3(x) = Tw — 827 (Vz € R).

vi(z) =x
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Zeigen Sie: Die Mengen {v',v?}, {v!',v*} und {v? v} sind linear unabhingig, aber die
Menge {v', v?, v3} ist nicht linear unabhéngig. <&

1.3.6 Definition. FEine beliebige Teilmenge A von Vektoren aus einem Vektorraum V'

heisst linear unabhdngig, falls jede endliche Teilmenge von A linear unabhéang ist.
Eine beliebige Teilmenge A von Vektoren aus einem Vektorraum V' heisst linear

abhdngig, falls sie nicht linear unabhang ist. &

Eine Menge A C V ist also linear abhéngig, falls es eine endliche Teilmenge {v!, ..., v™}
von A gibt, so dass das System

Z A\v' = o eine Losung A = (A1, ..., \p) # o hat.
i=1

1.3.7 Es folgt sofort aus der Definition, dass jede Teilmenge einer beliebigen linear un-
abhangigen Menge in V' selbst wieder linear unabhéngig ist. Damit gilt auch, dass B C V'
linear abhéngig ist, wenn A C B linear abhéngig ist (Kontraposition).

1.3.8 Enthéalt A C V den Nullvektor o von V, so ist A linear abhéngig. Begriindung:
Wegen o = 1o ist die einelementige Menge {0} stets linear abhéngig. Damit folgt die
Aussage aus 1.3.7.

1.3.9 Beispiel. Betrachten wir im Vektorraum V = Cfa, b] der auf einem Intervall [a, b]
stetigen reellwertigen Funktionen die Teilmenge (von sogenannten Monomen)

A={v'=v;()]i e NU{0}} mitve(-)=1und v(x) =2 firi=1,2,...,

alle v;(+) (eingeschriankt) definiert auf = € [a,b]. Wir zeigen: Die Menge A ist eine li-
near unabhangige Teilmenge des Vektorraums V. Man nehme irgendeine endliche Index-
menge / C INU {0} und betrachte die dazugehorige Menge von Monomen {v;(-)|i € I}.
Da [ endlich ist, gibt es einen grossten Grad n fiir alle diese Monome. Um zu zeigen,
dass {v;(+)|i € I} linear unabhéngig ist, reicht es hin zu zeigen, dass die (im allgemeinen
grossere!) endliche Teilmenge von A,

Awy = {vi(1)|0 < i < n},

linear unabhéngig ist. Bezeichnet 0(-) das Nullelement von Cla, b], d.h., die Funktion = +— 0
fir x € [a, b], miissen wir also das System

Z Aivi(+) = 0(+) mit den Unbekannten Ao, A1, ..., A,
i=0
anschauen, d.h., man suche einen Vektor A = (Ao, A1,...,\,), so dass

oa(x) == Ao+ Z Nz’ =0 fiir alle z € [a, b] gilt. (1.5)

i=1
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Gébe es ein A # o, dann definierte p,(-) ein reelles Polynom in x hochstens n-ten Grades.
Das hat aber nach dem Fundamentalsatz der Algebra hochstens n reelle Nullstellen im
Widerspruch zu (1.5). Damit ist .4 linear unabhéngig. &

1.3.10 Satz. Seien V' ein Vektorraum und A eine Teilmenge von V mit mindestens 2
Elementen. Dann ist A genau dann linear abhéangig, wenn fiir mindestens ein Element v

von A die Inklusion v € lin (A \ {v}) gilt. <&

Beweis in der Vorlesung, vgl. auch P. Kall, Lineare Algebra fir Okonomen, Teubner,
1984, Satz 1.8. O

Mit anderen Worten: A ist linear abhdingig bedeutet dquivalent, dass mindestens ein Ele-
ment v € A eine Linearkombination von anderen Elementen aus A ist.

In einer linear abhangigen Menge kann man im allgemeinen nicht jedes Element aus
den verbleibenden erzeugen. Man betrachte in V = IR? (Machen Sie eine Zeichnung!) das
Beispiel

¢ ¢lin {Q; 1_7} fir a = (17 1)7 b= <_17 _1)7 c= (07 1)'

1.3.11 Satz. Seien V ein Vektorraum und A eine Teilmenge von V. Dann ist A genau
dann linear unabhangig, wenn jedes Element des Vektorraums V' auf hochstens eine Weise
als endliche Linearkombination von Vektoren aus A dargestellt werden kann. &

Beweis in der Vorlesung, vgl. auch P. Kall, Lineare Algebra fir Okonomen, Teubner,
1984, Satz 1.9. O

1.3.12 Beispiel. Fiir V =R und A = {(1,1,1)T,(~1,-1,0)T} gilt die Darstellung
v=(v,v9,v3)" = A (1, 1,1)7T + Xo(=1,—1,0)" mit gewissen A\;, Ay € R

entweder gar nicht, z.B. fiir v = (1,0,0)7, oder eindeutig - man 16se das inhomogene lineare
Gleichungssystem in den Variablen Ay, Ao,

)\1 — )\2 = U1
)\1 — )\2 = V2
)\1 = Us.

Das illustriert den vorhergehenden Satz. Natiirlich ist .4 nach Definition linear unabhéngig.

(Warum?) O

Nun wenden wir uns der Frage nach einem minimalen Erzeugendensystem in einem
Vektorraum V' zu. Es handelt sich dabei gerade um ein linear unabhdngiges Erzeugenden-
system.
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Ist ein Erzeugendensystem A nédmlich linear abhangig, so gibt es nach Satz 1.3.10 ein
Element v von A mit v € lin (A \ {v}), also A C lin (A \ {v}) und somit nach den
Hiilleneigenschaften von ”lin” auch V' =1in. A C lin (A\ {v}) C V, d.h., A ist kein mini-
males Erzeugendensystem.

Hat man andererseits eine linear unabhéngige Menge A von Erzeugenden von V', so
fithrt das Hinzufiigen eines Elements v € V '\ A zu einer linear abhéngigen Menge AU {v}
(dennes gilt v € V =1lin A =lin [(AU {v}) \ {v}] und man kann Satz 1.3.10 anwenden).

1.3.13 Definition. Ist V' ein Vektorraum und B ein linear unabhangiges Erzeugenden-
system von V', dann heisst B eine Basts von V. &

Es gibt im Falle eines Vektorraums V' mit mindestens 2 Elementen zu einer gegebenen Ba-
sis B stets unendlich viele Basen von V', da auch B(«) = {av|v € B} fiir beliebiges o # 0
wieder eine Basis von V ist. Wir werden aber zeigen, dass im Falle von Vektorraumen mit
endlichen Erzeugendensystemen dennoch ein iibereinstimmendes Merkmal existiert: die
Anzahl der Elemente zweier verschiedener Basen ist stets gleich.

Zitat G.Fischer, Lineare Algebra, Vieweg, 2002, Abschnitt 1.5, trifft auch auf uns zu:
"Die Begriffe sind so erklart, dass die leere Menge eine Basis des Nullvektorraums ist.
Diese kleine Freude kann man ihr génnen.” (Nullvektorraum = Vektorraum mit nur einem
Element, und das muss nach den Axiomen das Nullelement sein.)

1.3.14 Satz. Sei V ein Vektorraum. B C V ist eine Basis von V genau dann, wenn jedes
Element v von V' auf genau eine Weise als endliche Linearkombination von Vektoren aus
B dargestellt werden kann. &

Beweis: Sei B Basis von V. Wegen V' = lin B ist jedes v € V' auf mindestens eine Weise
aus B erzeugbar, nach Satz 1.3.11 auf hochstens eine Weise. Ist umgekehrt Element v von
V' auf genau eine Weise als endliche Linearkombination von Vektoren aus B darstellbar, so
ist V' = lin B (also B Erzeugendensystem von V') und B nach Satz 1.3.11 linear unabhéngig.

O

1.3.15 Definition. Sind I eine beliebige Indexmenge, die Familie B = {v’|i € I} eine
Basis eines Vektorraums V' und hat v € V' die Darstellung (zur Definition vgl. 1.2.8)

v = E A,
el

dann heissen die Koeffizienten \;, i € I, Komponenten von v beziiglich der Basis B.
&
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Wir haben den Zusatz ”beziiglich der Basis B” fett unterstrichen, da die Komponenten
natiirlich von der gewahlten Basis abhangen. Selbst im trivialen Fall V' = IR hat z.B.
der "Vektor” (= die Zahl) 10 beziiglich der Basis B = {1}, die (einzige) Komponente 10,
beziiglich der Basis B = {—5} die (einzige) Komponente —2.

1.4 Endlichdimensionale Vektorraume

In diesem Abschnitt betrachten wir die Situation, dass der betrachtete Vektorraum V'
ein endliches Erzeugendensystem hat. Wir beschreiben zunachst eine Konstruktion zur
Bestimmung einer endlichen Basis von V| die sogar die Eigenschaft hat, eine vorgegebene
linear unabhangige Teilmenge von V' zu umfassen.

1.4.1 Lemma. SeiV ein Vektorraum mit endlichem Erzeugendensystem A = {v!, ... v"}.

Ist C eine linear unabhdngige Teilmenge von A, so existiert stets eine Menge B mit
CCBCA,

so dass B Basis von V ist. &

Beweis: Wir definieren induktiv eine (endliche) Folge von Mengen, indem wir zu C
sukzessive ein Element von A entweder hinzunehmen oder nicht, und zwar gemass

B() = C
B, B; falls v € lin B; (d.h., B; U {v*!} linear abhangig),
o B; U{v"™}, falls B; U {v""} linear unabhingig,

fir s =0,1,...,n — 1. Die Menge B,, ist nach dieser Konstruktion linear unabhéngig und
umfasst C. Ferner gilt nach Voraussetzung und nach Konstruktion

A ist Erzeugendensystem von V',
jedes Element aus A gehort zu lin B,,,

Das war aber gerade die Voraussetzung von Satz 1.3.2, also ist nach diesem Satz die Menge
B := B, ein Erzeugendensystem von V. Da diese Menge B auch linear unabhéngig ist, ist
B eine Basis von V. O

1.4.2 Satz. (Basisergidnzungssatz) Besitzt V' ein endliches Erzeugendensystem und ist
C = {v',...,v™} C V linear unabhéngig, dann existiert eine endliche Basis B von V, die
C umfasst (d.h., man kann C zu einer endlichen Basis B von V ergédnzen). &

Beweis: Der Beweis ist eine einfache Anwendung von Lemma 1.4.1 und kann dem Leser
getrost als Ubungsaufgabe iiberlassen werden. Hinweis: Man schaue sich die Menge A
an, die aus der Vereinigung des gegebenen endlichen Erzeugendensystems von V' mit der
Menge C entsteht. O
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1.4.3 Da die Konstruktion von Lemma 1.4.1 speziell auch fiir den Fall C = () richtig ist,
haben wir insbesondere erhalten, dass jeder Vektorraum mit endlichem Erzeugendensys-
tem auch eine endliche Basis besitzt. Koénnen unterschiedliche (endliche) Basen eventuell
unterschiedlich viele Elemente enthalten? Damit befassen wir uns nun.

1.4.4 Satz. (Austauschsatz von Steinitz) Sei B = {v',v? ... ,v"} eine Basis von V und
habe w die Darstellung

n

w = Z Aot mit A\ # 0, (1.6)

i=1

dann ist B = {w,v?,...,v"} auch eine Basis von V. O

Beweis wird in der Vorlesung gegeben, vgl. auch P. Kall, Lineare Algebra fiir Okonomen,
Teubner, 1984 Satz 1.13 oder G.Fischer, Lineare Algebra, Vieweg, 2002 Abschnitt 1.5.4.
O

Natiirlich ist der Austausch von w auch gegen ein Element v/ von B mit j # 1 moglich,
man muss dann in (1.6) A; # 0 fordern.

1.4.5 ﬂbung. Machen Sie sich das Prinzip des Beweises des Steinitzschen Austauschsatzes
klar, indem Sie ihn auf die kanonische Basis B = {e!, ¢?,¢*} des IR* (mit den Einheitsvek-
toren ¢') und den Vektor w = (1,—1,1)T (oder alternativ auf w = (0,—1,1)T oder
wiederum anders mit beliebigem w € IR - Vorsicht! -) anwenden. &

1.4.6 Satz. Sind A und B zwei endliche Basen eines Vektorraums V', so enthalten A und
B gleich viele Elemente. &

Beweis wird in der Vorlesung gegeben, vgl. auch P. Kall, Lineare Algebra fiir Okonomen,
Teubner, 1984 Satz 1.14 oder G.Fischer, Lineare Algebra, Vieweg, 2002 Abschnitt 1.5.5.
O

1.4.7 Korollar. Hat ein Vektorraum V eine Basis mit n Elementen und ist C eine linear
unabhdangige Teilmenge von V. mit n Elementen, so ist C eine Basis von V. &

Beweis: Sei By Basis von V. Es gilt offenbar C C By UC und A := By U C ist endliches
Erzeugendensystem von V. Damit erfiillen A und C die Voraussetzungen von Lemma 1.4.1,
und es existiert also eine Basis B von V' mit

CcBcCA.

Nach Satz 1.4.6 hat die Basis B n Elemente, also folgt - da auch C n Elemente enthélt -
sogar B = C. O
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Folgende Definition ist nun offenbar gerechtfertigt. Wir werden deshalb nun nicht mehr
kompliziert von einem Vektorraum mit endlichem Erzeugendensystem, sondern von einem
endlich-dimensionalen Vektorraum sprechen.

1.4.8 Definition. Hat ein Vektorraum V eine Basis mit n Elementen, so heisst V' n-
dimensional (oder V habe die Dimension n). Symbol: dimV = n. V = {o}
heisst nulldimensional. Ein Vektorraum V' # {0}, der keine endliche Basis hat, heisst
unendlichdimensional. &

1.4.9 Wenn der Vektorraum V eine linear unabhéngige Teilmenge A mit unendlich vielen
Elementen enthalt, ist V' offenbar unendlichdimensional. Es gilt auch die Umkehrung: Sei
V unendlichdimensional und A = {v!,...,v"} C V linear unabhéingig. Dann gibt es stets
ein w € V, so dass auch A U {w} linear unabhéngig ist. In der Tat: Wére A U {w} fir
jedes w € V linear abhéngig, dann wire A ein Erzeugendensystem und damit (wegen seiner
linearen Unabhéngigkeit) auch eine Basis von V' - im Widerspruch zur Voraussetzung der
Unendlichdimensionalitat.

1.4.10 Ubung. Zeigen Sie mit Hilfe von Beispiel 1.3.9, dass der Vektorraum V = C [a, b]
der auf einem Intervall [a, b] stetigen reellwertigen Funktionen unendlichdimensional ist.

&

1.4.11 Ubung. Die Aussagen von Satz 1.4.6 und Korollar 1.4.7 hatten Sie bereits in der
Mathematik I ohne Beweis kennengelernt und vielfach in Ubungsaufgaben angewendet.
Erinnern Sie sich? Zum Beispiel: Man betrachte z.B. die Losungsmenge L eines homoge-
nen linearen Gleichungssystems (das ist ein Vektorraum, wie wir aus der Mathematik II
wissen, repetieren Sie das bitte in Ubung 1.5.3 unten), die man aus dem Gauss-Algorithmus
ermittelt hat. Man kennt also eine Basis B von L. Man kann nun fiir eine endliche Menge
von Vektoren X aus dem Vektorraum L leicht nachpriifen, ob X eine Basis oder ein Erzeu-
gendensystem von L ist. &

1.5 Unterraume

1.5.1 Definition. Es seien V' ein Vektorraum und W eine Teilmenge von V. Ist W mit
der Addition und der Multiplikation (mit Skalaren) aus V' selbst ein Vektorraum, dann
heisst W Unterraum von V (in der Literatur auch als Untervektorraum oder linearer
Teilraum von V' bezeichnet). <&

1.5.2 Satz. (Unterraumkriterium) Seien V' ein Vektorraum und W C V. W ist ein
Unterraum genau dann, wenn

(i) o€ W (o Nullelement von V'),

(i) vywe W = v+we W (dh., W ist abgeschlossen beziiglich der Addition),
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(iii) ve WA € R = luve W (d.h., W ist abgeschlossen beziiglich der Multiplikation
mit Skalaren).

&

Beweis: Wenn W C V selbst ein Vektorraum ist, gelten nattirlich (i)—(iii). Wenn (i)
(iii) erfiillt sind, bleiben Addition und Multiplikation mit Skalaren fiir Elemente aus W
wieder in W. Ferner ist 0 € W nach (i), und es gelten Assoziativ- und Kommutativgesetz
der Addition sowie die Rechenregeln (B2) aus Definition 1.2.1 wegen der entsprechenden
Gesetze in V. Schliesslich folgt mit w € W auch fiir sein negatives Element —w in V'

—w = (—1w (Regel 4in 1.2.7) mit (—1)w € W wegen (iii),

also —w € W. Damit sind alle Eigenschaften eines Vektorraums fiir W giiltig unter (i)-(iii).
|

Das Beispiel in der folgenden Ubung ist Ihnen wohlbekannt und erklért einleuchtend,
warum man sich fiir Unterrdume interessiert: Man kann beliebige Linearkombinationen
von Losungen eines homogenen linearen Gleichungssystems bilden, und man bleibt in der
Menge der Losungen.

1.5.3 ﬂ‘bung. Wir betrachten ein homogenes lineares Gleichungssystem mit m Gleichun-
gen in n Unbekannten,

Z(ZUZL’]’ZO, i:L...,m, (17)
j=1
(a;; ViVj gegeben). Das System (1.7) ist stets 16sbar (trivialerweise ist der Nullvektor des
IR™ eine Losung). Zeigen Sie, dass die Losungsmenge L von (1.7), d.h.,
L={z=(x,...,7,)" | 2 16st das System (1.7)}

ein Unterraum des IR” ist. <&

Allgemein gilt die folgende Aussage, die sofort aus der Definition der linearen Hiille und
dem Unterraumkriterium folgt.

1.5.4 Lemma. Sind V' ein Vektorraum und W C V', dann ist die lineare Hiille lin W ein
Unterraum von V. &

Ebenfalls sofort aus dem Unterraumkriterium folgt

1.5.5 Lemma. Sind V' ein Vektorraum und {W;,i € I} eine beliebige Familie von Un-
terraumen W; von V', dann ist auch der Durchschnitt

W= \W;
iel

ein Unterraum von V. 0]
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1.5.6 Satz. Sind V ein Vektorraum und W ein Unterraum von V', dann gilt dim W <
dim V. &

Beweis: Ist W unendlichdimensional, so hat W nach 1.4.9 eine unendliche linear un-
abhangige Teilmenge A, die wiederum in V liegt, also ist auch V' unendlichdimensional.
Sind dim W endlich und dim V' unendlich, so ist nichts zu zeigen. Sind dim W und dim V'

endlich, so hat W eine endliche Basis {v',...,v"} (d.i. speziell eine linear unabhéngige
Teilmenge von V'), die nach dem Basisergdnzungssatz zu einer Basis von V' ergénzt werden
kann. Also ist auch in diesem Fall dim W < dim V. O

In der Modellierung komplizierter Zusammenhéange versucht man sehr oft, schwierig zu
handhabende Funktionen durch einfachere anzunihern (z.B. differenzierbare Funktionen
durch lineare Funktionen). Insbesondere versucht man in zahlreichen Anwendungen, stetige
Funktionen durch Polynome zu approximieren oder periodische Funktionen durch Lin-
earkombinationen spezieller trigonometrischer Funktionen (Elementarschwingungen) an-
zunahern. Dazu sind die folgenden beiden Beispiele niitzlich.

1.5.7 ﬂ‘bung. Zeigen Sie, dass der Vektorraum P™ der Polynome hochstens n-ten Grades
(eingeschrénkt auf das Intervall [a,b]) ein Unterraum des Vektorraums Cla, b] ist. Zeigen
Sie weiterhin, dass P" die Dimension n + 1 hat und geben Sie eine Basis von P" an. Zur
Erinnerung: P" und C|a, b] wurden in 1.2.6 eigefiihrt. <&

1.5.8 Ubung. Zeigen Sie, dass die Menge der Funktionen auf [—n, 7] der Form
flz) = Z (v, COSVT + Z By sin p,
v=0 p=1

g, Oy ooy Oy P, -« -, B gegeben, einen Unterraum von C[—m, 7] bildet. O

Aus dem Physikunterricht der Schule wissen Sie vielleicht noch, dass Kréifte in Kompo-
nenten zerlegt werden, die ihre eigene physikalische Bedeutung haben. Oder: Wenn ein
dreidimensionaler Datenvektor gegeben ist, interessiert man sich haufig dafiir, welchen
” Abstand” er von einer Referenzebene hat. Oder: Ist (wie in Ubung 1.5.7) g eine stetige
Funktion iiber dem Intervall [a, b], so interessiert - im Sinne einer ”guten Naherung” - | ihr
” Abstand” zum Unterraum P".

Bei diesen Problemen ist die Summe von Unterrdumen und die (moglichst eindeutige)
Zerlegung eines Vektorraums in eine Summe von Unterraumen von Nutzen. Wir definieren
fiir Teilmengen W; und W; eines Vektorraums V' die algebraische Summe (auch: Minkowski-
Summe)

Wi+ Wy i={wlw=uw"+w" mitw' € W, w* € W} .
Dann gilt (vgl. P. Kall, Lineare Algebra fiir Okonomen, Teubner, 1984, Lemma 1.19)
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1.5.9 Lemma. Sind V ein Vektorraum und Wy, Wy Unterraume von V, dann ist auch
die algebraische Summe W1 + Wy ein Unterraum von V. &

Im allgemeinen kann natiirlich ein Element aus W; + W5 mehrere Darstellungen haben.
Man betrachte z.B. V = R*® und W, = lin{e!, e}, W, = lin{e',e’}. Dann ist z.B.
(1,1,1)T = (1,1,0)T +(0,0,1)T = (0,1,0)T + (1,0,1)T. Einen Ausweg liefert

1.5.10 Lemma. Seien V ein Vektorraum und Wy, Wy Unterrdume von V und sei v €
Wi + Ws. Die Darstellung v = w* + w? mit w' € W, und w? € W,y ist eindeutig genau
dann, wenn Wy N Wy = {o}. &

Beweis wird in der Vorlesung gefiihrt, vgl. auch P. Kall, Lineare Algebra fiir Okonomen,
Teubner, 1984, Lemma 1.20. O

1.5.11 Definition. Sind W; und W5 Unterraume eines Vektorraums V', dann heisst die
Menge W, + W, direkte Summe von Wi und Wy, wenn Wi N Wy = {o}. Die direkte
Summe schreiben wir als W; & Ws. &

1.5.12 Satz. Sind V ein endlichdimensionaler Vektorraum und Wy ein Unterraum von V,
dann existiert ein Unterraum Wy von V', so dass V = W; & W, &

Beweis wird in der Vorlesung gefiihrt, vgl. auch P. Kall, Lineare Algebra fiir Okonomen,
Teubner, 1984, Satz 1.22. O

1.5.13 Ohne Beweis sei an dieser Stelle bemerkt, dass gegebene Basen von Unterrdaumen
W7 und W5 eines endlichdimensionalen Vektorraums V' zu einer Basis von W& W, vereinigt
werden konnen und dass dann dim(W; @& Wy) = dim W + dim W, gilt.
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Kapitel 2

Lineare Abbildungen und Matrizen

2.1 Matrizen

Im Folgenden wiederholen wir aus der Lehrveranstaltung Mathematik I die Definitionen
einer Matrix und der Operationen zwischen Matrizen sowie weitere Begriffe und elementare
Eigenschaften in diesem Kontext.

2.1.1 Definition. Gegeben sind m - n reelle Zahlen a,;, t = 1,...,m, j = 1,...,n. Das
daraus gebildete Zahlenschema

a1y a12 ... QAip

921 929 .o Qop
A =

AQm1 Am2 ... Omn

heisst (reelle) Matrixz mit m Zeilen und n Spalten (oder kurz (mxn)-Matriz bzw.
Matriz vom Typ mxn). Die Menge aller (reellen) (m x n)-Matrizen wird mit dem
Symbol M (m,n) bezeichnet.

Eine (n x n)-Matrix wird auch quadratische Matriz der Ordnung n oder kurz
n-rethige Matrixz genannt. &

2.1.2 Bezeichnungen. Die Grossen a;; heissen Elemente von A, wir schreiben eine
Matrix kiirzer auch
A=(a;j;1<i<m, 1<j<n) bzw. A= (a;y),

letztere Schreibweise verwenden wir, wenn der Typ aus dem Zusammenhang klar ist.
Die i-te Zeile einer Matrix A mit m Zeilen schreiben wir als A;,, d.h.,

A,
A 'Ag.
Am.

27
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Die j-te Spalte einer Matrix A mit n Spalten schreiben wir als A, ;, d.h.,
A= ( A A ... Al )
2.1.3 Satz. Die Menge M(m,n) der (m x n)-Matrizen bildet mit den Verkniipfungen

AA = (Aajj;1<i<m, 1<j<n)
(fiir beliebige A = (a;;; 1 <i<m, 1 <j<n), B=(b;;1<i<m, 1<j<n)und

A € R) einen Vektorraum der Dimension m - n mit der Nullmatrix als Nullelement. &

Der Beweis ist offensichtlich und sei dem Leser als Ubung iiberlassen.

2.1.4 Wir erinnern ferner an die folgenden Bezeichnungen und Begriffe.

Sei A € M(m,n) gegeben. Die mit AT bezeichnete (n x m)-Matrix entsteht aus der
Matrix A dadurch, dass fiir alle i und j die i-te Zeile von A zur i-ten Spalte von AT und
die j-te Spalte von A zur j-ten Zeile von AT wird. AT heisst Transponierte von A.

Eine (1 x n)-Matrix heisst Zeilenmatriz (oder Zeilenvektor), geschrieben (ay, ..., a,),
eine (m x 1)-Matrix heisst Spaltenmatriz (oder Spaltenvektor), geschrieben
by
bm
Die Elemente a; (i = 1,...,n) einer quadratischen Matrix A = (a;;) der Ordnung n

bilden die sogenannte Hauptdiagonale von A. Hat eine Matrix A € M (n,n) ausserhalb der
Hauptdiagonalen nur Elemente gleich 0, so heisst A Diagonalmatriz; hat sie unterhalb der
Hauptdiagonalen nur Elemente gleich 0, heisst sie obere Dreicksmatriz; hat sie oberhalb
der Hauptdiagonalen nur Elemente gleich 0, heisst sie untere Dreicksmatrix.

Eine quadratische Matrix A mit der Eigenschaft A = AT heisst symmetrisch; mit der
Eigenschaft A = —AT heisst sie schiefsymmetrisch (oder alternierend).

Eine Diagonalmatrix A = (a;;) mit a; = 1 Vi heisst Finheitsmatriz, Bezeichnung: I.

2.1.5 Beispiel. Beispiele fiir die Begriffe aus 2.1.4:

e Transponierte von A

fo 1 430
A=|3 1 -3 2 = A =
0 -1 0 -2 b= 0
0 2 =2
e Diagonalmatrix D bzw. Einheitsmatrix I der Ordnung 3
-1 0 0 100
D = 07 0], I = 010
000 00 1
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e Obere Dreiecksmatrix B bzw. untere Dreiecksmatrix C' der Ordnung 3

4 12 5 9 0 0
B = 0 0 =31, C = 230
0 0 =7 -3 5 6

-1 0 -3 0 1 -3
A = o7 41, Q = -1 0 4
-3 4 8 3 —4 0
&
2.1.6 Definition. (Matrizenmultiplikation)
1. Eine reelle Zeilenmatrix A;, = (ay,...,a,) darf mit einer reellen Spaltenmatrix glei-
cher Lange
by
B, = :
bn,

zu einer reellen Zahl ¢ verkniipft werden, und zwar nach der Vorschrift
Cc = Al.B.l = Zajbj.
j=1

2. Eine reelle Matrix A vom Typ m x n und der Darstellung
A,
A .Az.
A,
darf mit einer reellen Matrix B vom Typ n X r und der Darstellung
B=(B. B., ... B..).

zu einer (m x r)-Matrix C' verkniipft werden, und zwar nach der Vorschrift

C=(ix;1<i<m, 1<k<r) mit cy=A;,B..

Diese Verkniipfung zwischen zwei Matrizen heisst Multiplikation und ist nur erklart,
wenn im oben vorgeschriebenen Sinne ihre Typen verkettbar sind. &
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2.1.7 Beispiel. Ein Landwirt setzt fiir vier Haustiergruppen H1, ..., H4 pro Woche drei
Futtermischungen F1 | ..., F3 ein, und zwar folgenden Mengen (in Mengeneinheiten ME):

F1|F2 | F3
H1| 40| 10| 5
H2|{ 20| 30| 5
H3| 20| 30| 10
H4 )| 10| 30| 20

Pro ME kosten die Futtermischungen F1 1.50 CHF, F2 1 CHF und F3 2 CHF. Ermitteln
Sie die wochentlichen Futterkosten ¢; fiir jede Haustiergruppe Hi. Offenbar berechnen sich
die Kosten fiir H1

1.5
¢ =(40,10,5) [ 1 | =40-1.5410-14+5-2=80  (in CHF).
2

Die Gesamtiibersicht liefert die Rechnung

c1 40 10 5 15 80
ca | _| 20 30 5 1 _ 70
C3 20 30 10 9 80
Cy 10 30 20 85

Die Verkettung der Matrizentypen sieht hier wie folgt aus:

(4x3) (3x1)
——
(4x1)

Der Landwirt priift die Offerte eines anderen Futtermittelhandlers, der die gleichen Fut-
termischungen zu anderen Preisen anbietet. Bei diesem Handler kosten F1 1 CHF, F2
1 CHF und F3 3 CHF (jeweils pro ME). Einen iibersichtlichen Vergleich der alten Kosten
¢; mit den neuen Kosten d; fiir jede Haustiergruppe Hi liefert

a dy 40 10 5 15 1 80 65
¢y dy _ | 20 30 5 1 1] = 70 65
cg ds 20 30 10 5 3 80 80
cy dy 10 30 20 85 100

Die Verkettung der Matrizentypen sieht hier wie folgt aus:

(4x3) (3x2)
——
(4 x 2)
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2.1.8 Beispiel. Die Matrizenmultiplikation im oben definierten Sinne ist nicht erlaubt,
wenn die Typen nicht verkettbar sind, z.B. fiir die Zeilenmatrix A = (0,1, 5) existiert AA
nicht. &

Wir erinnern daran, dass nach Satz 2.1.3 fiir Matrizen A, B, C gleichen Typs beziiglich
der Addition die Gesetze

(A+B)+C = A+(B+0)
A+B = B+ A

gelten. Wir werden jetzt weitere Gesetze fiir das Rechnen mit ”rechteckigen” Matrizen
(also Zeilenanzahl kann ungleich der Spaltenanzahl sein) zusammenstellen und beweisen.

2.1.9 Satz. (Weitere Rechengesetze fiir Matrizen)
1. Es gilt (A")T = A fiir alle A € M (m,n).
2. Esgilt (A+ B)T = AT + BT fiir alle A, B € M(m,n).
3. Es gilt (AB)T = BTAT, falls AB definiert ist.

4. Seien die Matrizen A, B,C' und die Einheitsmatrix I jeweils so gewahlt, dass die
jeweilige Summe bzw. das jeweilige Produkt definiert sind. Dann gilt:
4.1. (AB)C = A(BC)
4.2. A(B+C) = AB + AC
4.3. (A+B)C = AC + BC
44. 1A =A

4.5. A=A
&

Beweis: Die Gesetze 1. und 2. folgen sofort aus den Definitionen der Transponierten
bzw. der Summe.

Zu 3.: Damit AB definiert ist, muss mit gewissen m, n und r gelten: A € M(m,n)
und B € M(n,r), also AB € M(m,r). Dann sind aber BT € M(r,n) und AT € M(n,m),
folglich existiert BTAT = (d;) und liegt in M(r,m). Mit den Zeilen A;, von A und den
Spalten B,; von B gilt dann aber fiir AB = (c¢;;) nach Definition der Multiplikation von
Zeilen- und Spaltenmatrizen gleicher Lange, dass

Cik = Ais B = (BNpo (A7) s = dys,

d.h., (AB)T = BTAT, womit 3. bewiesen ist.
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Zu 4.: 4.4. und 4.5 sind sofort klar aus der Definition. Ferner: Mit den Zeilen A;, von
A sowie den Spalten B,;, von B und C,; von C gilt nach Definition der Multiplikation
bzw. Addition von Zeilen- und Spaltenmatrizen gleicher Lange

Ais(Bap +Cok) = AiuBor + Ai s Cog,

also gilt 4.2. Gesetz 4.3. beweist man analog. Es bleibt, das Assoziativgesetz der Multi-
plikation, also 4.1., zu beweisen. Seien A = (a;;) € M(m,n), B = (bjy) € M(n,r) und
C = (¢ry) € M(r,p). Dann gilt

AB = () mit b5 =Y aibi,
j=1

also fur
T n

(AB>C = (6w) mit G, = Z OikCry = Z(Z al'jbjk)cky.
k=1

k=1 j=1

Andererseits gilt

BC = (v;,) mit 7, = Z bikChu
k=1

folglich
A(BC) = (B) mit = ay(>_ bicw).
j=1 k=1
Nach Ausklammern und Vertauschen folgt sofort (3;, = gw, was zu zeigen war. O

2.1.10 Bemerkung. Wir erinnern nochmals daran, dass im allgemeinen die Produkte
AB und BA nicht gleich sind. Das kann aus drei Griinden der Fall sein:

a) weil AB oder BA gar nicht existieren oder

b) weil zwar AB und BA existieren, aber von unterschiedlichem Typ sind (z.B. fiir eine
(1 x n)-Matrix A und eine (n x 1)-Matrix B mit n # 1) oder

c) wenn zwar AB und BA existieren und sogar von gleichem Typ sind (d.h., A und B
sind dann notwendigerweise quadratische Matrizen gleicher Ordnung), aber dennoch
unterschiedliche Matrizen ergeben, vgl. Ubung 1.1.7.

&

2.1.11 Ist A eine quadratische Matrix, so definiert man
A=1, A"=A"1A(n=1,2,..),

und es gilt A" = A™ A" fir m,n € N U {0}.
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2.1.12 Beispiel. In einer Volkswirtschaft mit n Produktionszweigen kann der Output
jedes Zweiges als Produktionsfaktor (Input) im eigenen wie in den anderen Zweigen einge-
setzt und verbraucht werden. Nehmen wir das Beispiel n = 3 und nennen wir die Zweige
En (Energieproduktion), Ch (Chemieproduktion) und Ba (Bauwesen). Es sei folgende
Verbrauchsmatriz gegeben:

En-Verbrauch 0.2 04 0.3 Input fiir En
Ch-Verbrauch | = 0.3 04 0.2 Input fiir Ch
Ba-Verbrauch 0.4 0.3 0.1 Input fiir Ba

So sagt z.B. die erste Zeile der Verbrauchsmatrix, dass der Verbrauch an Energie zur
Produktion von 1 Einheit in En 0.2 Einheiten, zur Produktion von 1 Einheit in Ch 0.4
Einheiten sowie zur Produktion von 1 Einheit in Ba 0.3 Einheiten betragt.

Nennen wir die Verbrauchsmatrix A, den Produktionsvektor (Input) p = (p1, p2, p3)T
und den Nachfragevektor y = (y1, y2, y3)T, so sucht man bei gegebenem y in dem Modell

p—Ap=y

einen geeigneten Input p, so dass die Nachfrage y befriedigt werden kann, wobei beriick-
sichtigt wird, dass ein Teil des Inputs p, ndmlich Ap, wihrend der Produktion verbraucht
wird. - -

Es ist also ein Gleichungssystem in den Variablen p;, ps, p3 zu losen. Interessant fiir

p—Ap=y, dh,(I-Ap=y,
sind die Fragen, ob dieses System

e iiberhaupt lésbar ist (Kriterien kennen Sie aus der Mathematik I, siche auch den
néchsten Abschnitt) oder

e sogar eindeutig 16sbar ist (Kriterien kennen Sie ebenfalls aus der Mathematik I, siche
auch die folgende Definition) — was auf die Frage nach der Existenz der Inversen

(I — A)~! fithrt — und

e ob (genau) eine nichtnegative Losung p existiert (Bedingungen dafiir liefern wir in
einem spéteren Kapitel).

&

2.1.13 Definition. Seien A eine n-reihige (quadratische) Matrix und I die (n x n)-
Einheitsmatrix. Falls eine (n x n)-Matrix X existiert, so dass XA = [ gilt, dann heisst
X Inverse von A und wird mit A~! symbolisiert. Die Matrix A heisst in diesem Fall
invertierbar. &
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2.1.14 Weitere Gesetze fiir invertierbare Matrizen. Aus der Ubung 1.1.7 sind
zusétzlich zu den oben fiir allgemeinere Falle bewiesenen Gesetzen folgende Eigenschaften
fiir invertierbare n-reihige Matrizen A, B bekannt: A~ und AB sind wieder invertierbar,

und es gilt
(i) AA™' =1 (= A7'A nach Definition 2.1.13)

(i) (A1) =A

(i) (AB)™' = B~1AL.

Offenbar ist fiir jede invertierbare Matrix A und A € R\ {0} auch AA invertierbar mit
(AA)™ = A1AL Aus (iii) folgt durch vollstandige Induktion leicht, dass fiir invertierbare
Matrizen Ay, Ay, ..., Ay € M(n,n) auch das Produkt A; A, ... A, invertierbar ist mit

(A1Ay . At = A ASTATE

Ferner ist zu jeder invertierbaren Matrix A auch ihre Transponierte AT invertierbar, und
es gilt

(AT)—l — (A_I)T.
Zur Begriindung sei nur angemerkt, dass (A71)TAT = (AA™1)T = IT = I nach den schon
bekannten Regeln iiber das Transponieren und Invertieren von Matrizen gilt. <&

2.1.15 Sind A eine invertierbare n-reihige Matrix und b € IR", so hat das lineare Glei-
chungssystem (LGS) Az = b eine eindeutige Losung Z mit

= A"

=)

Der Beweis ist einfach: Z = A~!b eingesetzt in Az = b ergibt sofort AZ = AA~'b = b, also
ist  Losung. Andererseits: Jede Losung x von Ax = b erfiillt

z=1Iz=A"1Az= A"
Die rechte Seite ist eindeutig, deshalb ist auch die Losung des LGS eindeutig.

Auch die Umkehrung gilt in gewissem Sinne fiir A € M(n,n): Ist das LGS Az = b
eindeutig losbar fiir jede rechte Seite b € IR", so ist A invertierbar. Man betrachte zur
Begriindung das Matrizengleichungssystem AX = I, das nach Voraussetzung losbar sein
muss. &
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2.2 Lineare Gleichungssysteme und Rang

2.2.1 Definition. Gegeben sind m - n + m reelle Zahlen a;; und b; fir ¢« = 1,...,m,
j=1,...,n. Ein System der Form

a11ry + appxry + ... + AQipnTy, = bl
a91T1 + 99T 4+ ... + Aoy, = bg
. . . (2.1)
Ap1T1 + QmaXs + ... + QpnTn = bn
heisst lineares Gleichungssystem (kurz: LGS) in den Variablen xy, zo,. .., z,.
Die Matrix
a1 a19 oo Qup
921 929 ... Qop
A =

AQm1 Am2 ... AOmn

heisst Koeffizientenmatriz von (2.1), die Matrix

aix a2 ai, by

a21 22 ag,  bo
[A7 Z—)] =

Ami Gma - Gmn  Om

heisst erweiterte Koeffizientenmatrixz von (2.1).

Wenn alle Komponenten des Vektors b = (by, by, ..., by,)T gleich 0 sind, heisst das LGS
(2.1) homogen, andernfalls inhomogen.

Ein n-Tupel z = (21, 72,...,%m,)", das dem LGS (2.1) geniigt, heisst (spezielle) Lésung
dieses LGS. Falls das LGS mindestens eine Losung hat, heisst es l6sbar. <&

2.2.2 Mit den im Abschnitt 2.1 und in Definition 2.2.1 eingefiihrten Symbolen, kann man
nun das LGS (2.1) dquivalent in folgenden Kurzversionen schreiben:

Ar =1

bzw.

bzw.

3
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2.2.3 Definition. Sei A € M (m,n) eine gegebene Matrix.
Wir sprechen von einer elementaren Zeilenoperation in A bei

e Vertauschen der i-ten mit der k-ten Zeile von A
unter Beibehaltung der restlichen Zeilen von A,

e Multiplikation der i-ten Zeile von A mit einer reellen Zahl A # 0
unter Beibehaltung der restlichen Zeilen von A,

e Addition eines reellen Vielfachen der i-ten Zeile zur k-ten Zeile
unter Beibehaltung der i-ten wie der restlichen Zeilen von A. <&

2.2.4 Gauss-Elimination. Wir erinnern an den in der Vorlesung Mathematik Il herge-
leiteten Fakt, dass man durch sukzessive Anwendung elementarer Zeilenoperationen nach
endlich vielen Schritten die erweiterte Koeffizientenmatrix [A,b] eines LGS Az = b mit
m Gleichungen in n Variablen auf die folgende - bis auf Spaltenvertauschungen giiltige -
Form bringen kann:

1 Gy ... Gy G1pr oo Gin by
1 .o ELQT d2 r4+1 .- d2n b2
A6 =0 o0 1 Grrpr e G b |, (2.2)
0 0 0 0 ... 0 b
00 ... 0 0 ... 0 by

vorausgesetzt, dass A nicht die Nullmatrix ist. Das LGS zur neuen Koeffizientenmatrix
Az = b ist offenbar genau dann 16sbar, wenn b; = 0 fiir alle i € {r +1,...,m} gilt.
Wir zeigen weiter unten (nochmals), dass elementare Zeilenoperationen die Losungsmenge
eines LGS nicht andern, woraus dann folgt, dass die LGS Az = b und Ax = b die gleiche
Losungsmenge (eventuell = () haben. Vgl. §2.5. &

Wir erinnern daran, dass die lineare Hiille einer Teilmenge eines gegebenen Vektorraums
V ein Unterraum von V ist. Die Zeilen einer gegebenen (m x n)-Matrix A konnen wir als
Elemente des Vektorraums IR", ihre Spalten als Elemente des R™ auffassen. Das fithrt zu
folgender Definition.

2.2.5 Definition. Bezeichnen A;, die i-te Zeile einer Matrix A € M(m,n) und A,; die
j-te Spalte von A, so heissen

lin{A;., As,,..., Ay} der Zeilenraum von A

und
lin{A,1,A.s,...,A,,} der Spaltenraum von A.
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2.2.6 Definition. Sei A € M(m,n) eine gegebene Matrix. Dann heissen die Dimension
des Zeilenraums von A Zeilenrang von A (Bezeichnung: z(A)) und die Dimension des
Spaltenraums von A Spaltenrang von A (Bezeichnung: s(A)).

Der Zeilenrang der Matrix A ist also die maximale Anzahl linear unabhéngiger Zeilen
von A, ihr Spaltenrang ist die maximale Anzahl linear unabhéangiger Zeilen von A. <&

2.2.7 Lemma. Ist [A,b] die erweiterte Koeffizientenmatriz eines LGS Ax = b und ist
[A,b] aus [A,b] durch eine elementare Zeilenoperation hervorgegegangen, so haben die

linearen Gleichungssysteme Ax = b und ﬁg :E die gleiche Ldsungsmenge (wobei es sich
gegebenenfalls um die leere Menge handeln kann). &

2.2.8 Lemma. Ist A die aus A € M(m,n) durch eine elementare Zeilenoperation her-
vorgegangene Matrix, so sind der Zeilenraum von A und der Zeilenraum von A gleich.

&

2.2.9 Satz. Der Zeilenrang z(A) und der Spaltenrang s(A) einer (m xn)— Matriz A sind
gleich. &

Die Beweise dieses Satzes und der vorangehenden Lemmata werden in der Vorlesung
gegeben. Alternative Beweise des wichtigen Satzes 2.2.9 finden sich z.B. in G.Fischer,
Lineare Algebra, Vieweg, 2002, §1.5, und P. Kall, Lineare Algebra fiir Okonomen, Teub-
ner, 1984, §2.2.

2.2.10 Definition. Sei A € M(m,n). Der Rang von A ist rg A := s(A) = z(A). &

2.2.11 Elementare Folgerungen: Aus der Definition des Rangs folgt fiir A € M (m,n)
sofort
rgA<m, 1gA<n und rgA=rgA".

&

2.2.12 Satz. (Losbarkeit und Losungsmenge eines LGS) Wir betrachten das LGS
(2.1) Az = b mit m Gleichungen in n Unbekannten.

1. Das LGS (2.1) Ax = b ist l6sbar genau dann, wenn rg[A,b] = rg A.

2. Ist das LGS (2.1) Az = b losbar und z° eine spezielle Losung von (2.1), so ist die
Lésungsmenge M von (2.1) gegeben durch die algebraische Summe

M={2"} +L mitL={uecR"|Au=o0}.

L ist ein Unterraum, und es gilt dim L = n —rg A. <&
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2.2.13 Beispiel. Machen Sie sich die Definitionen, Aussagen und Beweise (!) dieses
Abschnitts am Beispiel des folgenden LGS klar:

To — T3 = 1
r1 — 2%2 + T3 = —1
r + Ty — 21’3 = 2.

2.2.14 Korollar. Wir betrachten wieder das LGS (2.1) Az = b mit m Gleichungen in n
Unbekannten.

(i) Das LGS (2.1) Ax = b hat genau eine Lisung dann und nur dann, wenn rg[A,b] =
rg A und rg A =n.

(ii) Es gilt rg A = m dann und nur dann, wenn das LGS (2.1) Ax = b fiir jede rechte
Seite b € R™ losbar ist. &

Beweis: Der Beweis von (i) ergibt sich sofort aus Aussage 1 von Satz 2.2.12 und der
Dimensionsbeziehung in Aussage 2 des gleichen Satzes.
Zum Beweis von Aussage (ii): Falls rg A = m und b € R™ beliebig, so

m =rgA <rg[A,b] < Zeilenanzahl von rg[A,b] = m,

also rg A =rg[A,b], d.h., nach Satz 2.2.12 ist Az = b 16sbar.

Umgekehrt, wenn Az = b fiir alle b € IR™ losbar ist, so bedeutet das, dass R eine
Teilmenge des Spaltenraums L = lin{A,q,...,A,,} von A ist und folglich mit L zusam-
menféllt. Da nach Definition rg A = dim L ist, folgt sofort rg A = m. O

Im Ergebnis des bisher Gezeigten folgt

2.2.15 Satz. Sei A eine quadratische Matrix A der Ordnung n. A ist genau dann in-
vertierbar, wenn rg A = n. Folglich gilt rg A = n genau dann, wenn das entsprechende
inhomogene LGS Axz = b mit n Gleichungen in n Unbekannten fiir jedes b € R" eindeutig
losbar ist. <&

2.2.16 Definition. Eine quadratische Matrix A der Ordnung n heisst reguldr oder
nichtsinguldar, falls rg A = n. <&

2.2.17 Bemerkung: Es folgt sofort, dass invertierbare n-reihige Matrizen regular und
umgekehrt regulare n-reihige Matrizen invertierbar sind.

Fiir regulare n-reihige Matrizen gelten also insbesondere — neben allen anderen Rechen-
regeln fiir die Addition und Multiplikation von Matrizen — die unter Punkt 2.1.14 zusam-
mengefassten Gesetze. &
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Anhang: Beweis von Satz 2.2.9

Zunachst geben wir die Beweise zu den Lemmata 2.2.7 und 2.2.8.

Fiir die elementaren Zeilenoperationen Zeilenvertauschung und Multiplikation einer
Zeile mit X # 0 ist es offensichtlich, dass sich weder die Losungsmenge des LGS noch der
Zeilenraum andern.

Nehmen wir nun die elementare Zeilenoperation Addition des \-fachen der i-ten Zeile
zur k-ten Zeile unter Beibehaltung der Zeilen mit der Nummer | # k. Offenbar 1ost der
Spaltenvektor x das System

Az = Uy, le{l,...,m}\ {k},
(Ao + XA )z = b+ b

genau dann, wenn z (man nutze A;,z = b; aus) das System

A,z = b, led{l,...,m}\ {k},
Aoz = by

16st. Damit ist Lemma 2.2.7 gezeigt. Ferner gilt fiir den Zeilenraum
Z = hl’l{Al.,...,Am.},

dass x dann und nur dann zu Z gehort, falls Zahlen Ay, ..., \,, € R existieren, so dass

z = MNAp. + Z NA,

=1, 1l#k
= )\k:(Ako + )\Alo) + (AZ - )\kA)A'Lo + Z /\lAloa
=1, 1#k, l#i

also x € lin{Ay,,..., Aie, .., Ake + M., ..., Al by gilt. Damit ist
Z:hIl{Al.,...,AZ‘,,...,Ak. —|—/\AZ‘.,...,Am,},

erhalten worden, was fiir Lemma 2.2.8 zu zeigen war.

Kommen wir nun zum eigentlichen Beweis von Satz 2.2.9. Die Matrix
A aus (2.2)

kann nach dem Gauss-Algorithmus aus A nach endlich vielen elementaren Zeilenoperatio-
nen und gegebenenfalls endlich vielen Spaltenvertauschungen erzeugt werden.

Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass keine Spaltenvertauschungen notwendig waren. Andern-
falls wird der Gauss-Algorithmus in der bekannten Weise modifiziert, dass statt der Form
(2.2) die sogenannte Zeilenstufenform entsteht, fiir die die folgenden Uberlegungen mit
einer anderen Variablennummerierung analog gelten.
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Ferner sei 0.B.d.A. die Matrix A bereits in der folgenden Form gegeben, die man aus
(2.2) nach endlich vielen weiteren elementaren Zeilenoperationen und dem Streichen der
letzten m — r Zeilen (Nullzeilen!) erhélt:

1 O e 0 C~Llr+1 ... (Nlln
~ O 1 ... 0 d2r+1 e aQn
O O e 1 &rr—i-l oo drn

Nach einer endlichen Anzahl von Anwendungen der beiden soeben bewiesenen Lemmata
folgt sofort:

x16st Az =0 & x10st Az =0
sowie

lin{A.,....,Ap.} =lin{A;.,..., A..} CR",
wobei ﬁi. die i-te Zeile von A bezeichnet. Also folgt

2(A) = 2(A) =1 (2.3)
Seien jetzt €', i = 1,... ,n — r, die Einheitsvektoren in IR"™". Die Losungsmenge L von
Az = o bzw. (Aquivalent) Az = o ergibt sich mit der Definition der Spaltenvektoren (das
sind die bekannten Fundamentallosungen aus der allgemeinen Losung des LGS)

A\,k: < ;?_'f) e R", k=r+1,...,n,

(d.h., an den Spaltenvektor —A, ist unten der Spaltenvektor ¢*~" angehingt worden) als
L={z|Az =0} =1in{A. 11,..., A..}.

Die Menge B = {,Z erdls - ,E .} C IR ist also ein Erzeugendensystem von L und nach
Definition der Vektoren A,j linear unabhéngig. Also ist B eine Basis von L. Nach dem
Basiserganzungssatz lasst sich diese zu einer Basis A des IR" ergénzen:

A=1{a",...,a"} mit dF=A,,und Ad* =0 firk=r+1,...,n. (2.4)
Ist S=1lin{A,q,...,A.,} CIR™ der Spaltenraum von A, so gilt

beS & b=Azxfireinxz € R"

&S b= A(Z ¢;a’) fiir gewisse ;, weil A Basis des R"
j=1
& beclin{Ad',..., Ad"} wegen (2.4).

Also folgt s(A) = dimS < r, d.h., s(A) < z(A) geméss (2.3). Wenden wir nun die
gleichen Argumente (statt auf A) auf die Matrix AT und das LGS ATQ = 0 an, so folgt

s(AT) < 2z(AT) und somit auch s(A4) < 2(A4) = s(AT) < z(AT) = s(A). Daraus folgt

s(A) = z(A), was zu zeigen war.
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2.3 Lineare Abbildungen

2.3.1 Einfiihrung. Betrachten wir das Beispiel 2.1.7. Dort haben wir zwei Preisvek-
toren = (71, mo, m3) T zu Futtermischungen F1, F2 und F3 mittels einer Futterplan-Matrix
- nennen wir sie P - ;| die die an 4 Haustiergruppen H1, ..., H4 pro Woche verfiitterten
Mengen enthilt, zwei Vektoren ¢ = (cy, ¢, c3,¢4)7 der wochentlichen Futterkosten zuge-
ordnet.

Fiir den ersten Preisvektor sah das so aus

e 40 10 5 80
) 115 e |_[220s30 5 115 | 70
77:2 | es |~ | 20 30 10 o |80 ]
3 4 10 30 20 85
fiir den zweiten Preisvektor ergab sich
. e 40 10 5 . 65
S () e 22030 5 T 5
L 5 es | | 20 30 10 5 - 80
73 €4 10 30 20 100

Verallgemeinern wir diese Zuordnung und abstrahieren wir davon, dass Preise und Kosten
in diesem praktischen Beispiel sicher nichtnegativ sein sollten, ergibt sich folgende Abbil-
dung

r€R’ — c=PreR"
Offenbar folgt im Beispiel fiir einen ”Mischpreis” die Zuordnung proportional gemischter
Kosten, und zwar,

$(1.5,1,2) + 3(1,1,3) = (1.25,1,2.5)
— 2(80,70,80,85) + (65, 65,80, 100) = (72.5,67.5,80, 92.5).

Das konnten Sie nach Multiplikation von P mit dem ” Mischpreisvektor” leicht ausrechnen.
Aber das ist gar nicht nétig. Allgemein ergibt sich namlich fiir beliebige reelle Zahlen X,
nach den Rechengesetzen fiir Matrizen und Vektoren, dass

At 4 pr? — P(Ox' + pr?) = APt + pPr’.

Eine Abbildung mit dieser Eigenschaft nennt man linear. &

2.3.2 Definition. Gegeben seien zwei Vektorrdume V und W sowie eine Abbildung ¢
von V in W. Die Abbildung ¢ heisst linear, wenn fiir beliebige v!,v* € V und A\, A, € R
stets

p(M +Aav?) = Mip(v') + dap(v?)

gilt. FEine lineare Abbildung wird in der Literatur auch als lineare Transformation oder

Homomorphismus bezeichnet. Ist W = V', so spricht man von einem FEndomorphismus.
&



42 2. Lineare Abbildungen und Matrizen

2.3.3 Vereinbarung. Wenn wir zukiinftig kurz von der linearen Abbildung o :' V — W
sprechen, ist naturgemass immer eingeschlossen, dass V' und W Vektorraume sind. &

2.3.4 Beispiel. Ist A eine reelle (m x n)-Matrix, dann definiert
ze€R"— ¢(z) := Az € R"

eine lineare Abbildung von IR" in R™. <&

2.3.5 Beispiel. (Differenzieren als lineare Abbildung) Sei x — f(x) irgendeine stetig
differenzierbare Funktion auf dem Intervall [a,b]. Durch Differenzieren entsteht die auf
la, b] stetige Funktion x +— f’(z) (das ist die 1. Ableitung von f). Dabei gilt die iibliche
Verabredung, dass auf den Randpunkten von (a, b) jeweils die einseitigen Ableitungen bzw.
Stetigkeiten zu betrachten sind.

Also kénnen wir f und f’ auffassen als
f € Ca,b] und [ € Cla,b].
Die Abbildung ¢ : C'[a,b] — Cla, b], die durch
feCabl = p(f) = f € Cla,b]

definiert wird, ist offenbar eine lineare Abbildung vom Vektorraum C'[a, ] in den Vektor-
raum C/a, b].

Begriindung: Fiir f; € C'[a,b] und f, € C'a,b] sowie A1, Ay € R gilt bekanntlich
(Afr + X2 fo) (2) = Mifi(2) + Aafs(x) Vo € [a,b],
also p(ALfi + Aafa) = Mip(f1) + Aep(fo). &

2.3.6 Beispiel. (Integrieren als lineare Abbildung) Sei nun x — f(z) irgendeine stetige
Funktion auf dem Intervall [a,b]. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung ist dann die Funktion

F(z) ::/ ft)dt, x€la,bl,
auf (a,b) differenzierbar (mit F'(x) = f(x) fir € (a,b)), und in den Randpunkten gilt

f(a) = F (a) und f(b) = F'(b). Also ist F' auf jeden Fall wieder stetig auf [a,b]. F ist
eine sogenannte Stammfunktion.

Ahnlich wie im vorangehenden Beispiel haben wir also eine Abbildung

f € Cla,bl — (f)=F € Cla,b].
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Nach den Gesetzen der Integration gilt
(\F + 1G)(x) = AF(x) + uG(a), @ € [a,8],

wenn I’ wie oben aus f € C[a,b] und G analog aus g € C|a, b] gebildet werden. Damit ist
¢ eine lineare Abbildung vom Vektorraum Cfa, b] in sich selbst. &

2.3.7 Elementare Eigenschaften linearer Abbildungen. Seien V und W Vek-
torraume mit den Nullvektoren oy, bzw. oy, und ¢ : V. — W linear. Dann gilt:

(i) eloy) = ow-
(i) ¢(u' —v?) = p(') — p(v?) fir o', v* € V.
(iil) (O, vt =320 Np(!) firv' e V, N e R (i =1, ...,m).

(iv) Wenn {v',... 9™} C V linear abhingig ist, so ist auch {p(v'),..., @™} C W
linear abhangig.

(v) Wenn {p(v!),..., (™)} C W linear unabhéngig ist, so ist auch {v!,... o™} C V
linear unabhangig.

Beweis:

(i) folgt wegen ¢(oy) = ¢(00y) = 0¢(0,) = oy nach den Gesetzen fiir Vektorrdume
und lineare Abbildungen.

(ii) folgt wegen (v' —v?) = p(v' + (—1)v?) = p(v') + (—1)p(v?) = ¢(v') — ¢(v*) nach
den Gesetzen fiir Vektorraume und lineare Abbildungen.

(iii) folgt nach wiederholtem Anwenden der Definition einer linearen Abbildung.

(iv) Die Beziehung

=
1=
S)
[}
=
-+
\
=
o
Q
=
i
=
o,
=
\

Ist (*) eine nichttriviale Linearkombination, so auch (%), woraus (iv) folgt.

(v) ist die Kontraposition von (iv). O
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Bemerkung. Wir haben hier der Klarheit wegen die Nullvektoren oy, von V' und oy, von W
unterschiedlich bezeichnet. Wir wollen zukiinftig in der Regel wieder einheitlich das Symbol
o verwenden. Beachten Sie aber immer sorgféltig, aus welchem Vektorraum o genommen
ist. Bei der linearen Abbildung ¢ : R? — R! mittels o(x1, z9) = x1 + 29 zZum Beispiel wird
der Nullvektor (0,0)T des Vektorraums IR? auf den Nullvektor des Vektorraums IR, das ist
die reelle Zahl 0, abgebildet. &

2.3.8 Definition. Sind ¢ und 9 lineare Abbildungen von V in W und A € IR, so definieren
wir die Abbildungen (Ap) und (¢ + ) mittels

(Ap)(v) == Ap(v) und (¢ +¥)(v) =) +¥() YveV

Sind ¢ : V. — W und ¢o : W — X lineare Abbildungen, dann ist die Hintereinander-
ausfithrung (oo ¢) : V' — X definiert durch (go ¢)(v) := o(p(v)) Yv e V. &

2.3.9 Ijbung. Die eben definierten Abbildungen sind wieder linear. &

2.3.10 Definition. Sei ¢ :V — W eine lineare Abbildung. Dann heissen
p(V)={weW |JweV: ¢ =w}
das Bild von V unter der Abbildung ¢ (oder auch kurz Bild der Abbildung ),
kerng :={v €V | p(v) = o}
der Kern der Abbildung ¢ sowie fiir gegebenes w € W die Gleichung
p(v) = w

lineare Gleichung (in der Variablen v € V). &

Aus dem englischsprachigen Raum sind fiir das Bild der Abbildung ¢ auch die Bezeichnung
Im ¢ (image) und fiir den Kern von ¢ auch die Bezeichnung Ker ¢ (kernel) gelaufig. Die
Losungsmenge der linearen Gleichung ¢(v) = w heisst auch Faser tiber w € W.

2.3.11 Satz. Seien ¢ : V — W eine lineare Abbildung und w € W gegeben. Fiir die
Menge
M={veV |l =uw}

d.h., die Losungsmenge der linearen Gleichung p(v) = w, gilt
(i) M ist nichtleer genau dann, wenn w € o(V).

(i) Ist v° irgendeine Lésung der linearen Gleichung o(v) = w, so ist M als algebraische
Summe M = {v°} + kern ¢ darstellbar. &
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Bemerkung zu Satz 2.3.11. Fiir eine gegebene (m X n)-Matrix A und die lineare
Abbildung z € R" — Az € R™ fillt die Aussage von (ii) offenbar mit Aussage 2 in Satz
2.2.12 zusammen.

Beweis von Satz 2.3.11. Aussage (i) ergibt sich sofort aus der Definition von (V). Zur
Aussage (ii): Sei v’ € M gegeben. Fiir jedes u € kern p gilt ¢(v° + u) = ¢(v°) + p(u) =
w+o=w, dh., v +u € M. Ist umgekehrt v € M beliebig, so gilt mit der Definition
u = v — v? die Beziehung p(u) = ¢(v) — ¢(v°) = w — w = o0, also u € kern ¢ und somit
v € {1’} +kern . O

2.3.12 Satz. Sei ¢ : V. — W eine lineare Abbildung. Dann ist ¢(V') ein Unterraum von
W, und es ist kern ¢ ein Unterraum von V. &

Beweis: Offenbar ist der Nullvektor von V' in kern ¢ enthalten, und es ist der Nullvektor
von W als Bild des Nullvektors von V unter der linearen Abbildung ¢ in (V') enthalten. Es
muss nur gezeigt werden, dass die Linearkombinationen von je zwei Elementen in ¢ (V') bzw.
kern ¢ wieder in (V') bzw. kern ¢ liegen. Dieser Beweis sei dem Leser als Ubungsaufgabe
iberlassen. O

2.3.13 Definition. Seien V und W Vektorraume und ¢ : V — W.

o Gilt fiir v, v? € V mit v! # v? stets p(v!) # ¢(v?), so heisst ¢ injektiv. Ist ¢ linear
und injektiv, so wird ¢ auch regular bzw. nichtsinguldr genannt.

o Gilt W = (V) so heisst ¢ surjektiv oder Abbildung auf W

e Ist ¢ injektiv und surjektiv, so heisst ¢ bggektiv. Ist ¢ linear und bijektiv, so heisst
© auch Isomorphismus zwischen V und W; man sagt dann auch, die Vektorraume
V und W seien zueinander isomorph.

o Ist p eine injektive Abbildung von V' in W so ist ¢ eine bijektive Abbildung zwischen
den Vektorrdumen V und ¢(V) (vgl. Satz 2.3.12), zu der eine inverse Abbildung
existiert; man bezeichnet diese wie iiblich mit ¢ ~! und nennt sie Inverse von . <

2.3.14 Satz. Eine lineare Abbildung ¢ : V' — W ist injektiv dann und nur dann, wenn
kern ¢ = {o}. &

Beweis: Ist ¢ injektiv, so gilt nach Definition der Injektivitat, dass fir jedes v € V'\ {o}

p(v) # (o) =0
gilt, also kern ¢ = {o} erfiillt ist. Umgekehrt gilt

kernp = {o} = (v) #oVveV\{o}.

Folglich gilt fiir alle v!,v* € V mit v! # v? auch p(v?) — (v') = (v* — v') # o wegen

v? — vl # 0, was die Riickrichtung beweist. O
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2.3.15 Satz. Sei p : V — W eine injektive lineare Abbildung mit der Inversen ¢ ~'. Dann
ist 71 : (V) C W — V wiederum eine injektive lineare Abbildung. &

Der Beweis wird in der Vorlesung gegeben, vgl. auch P. Kall, Lineare Algebra fir 0k0n0men,
Teubner, 1984, Satz 2.3.

2.3.16 Bemerkung. Sind {v!,...,v™} C V linear unabhingig und ist ¢ : V. — W
eine injektive lineare Abbildung, so ist auch die Menge {¢o(v!), ..., (™)} C ©(V) linear

unabhéngig. Zur Begriindung wende man nur die Aussage (v) in 2.3.7 auf die lineare
Abbildung ¢! an.

2.3.17 Satz. Sei p : V — W eine lineare Abbildung, und setzen wir voraus, dass V die
(endliche) Dimension n hat. Dann ist (V') endlichdimensional, und es gilt:

(i) Sind

Basen {v!,... v} von kerng sowie {w!,...,w"} von (V)

gegeben und sind u', ..., u" Elemente von V mit
o) =w', i=1,...,r
dann ist k =n — r und

B={u',. .. ,u",v',..., 0"} eine Basis von V.

(ii) Es gilt die Dimensionsformel
dimV = dimkerng + dimp(V),
insbesondere also dim p(V) < dim V.
(iii) ¢ ist injektiv genau dann, wenn dim (V) = n.
(iv) Ist ¢ : V. — W bijektiv, so ist W auch endlichdimensional, und es gilt

dimV = dim W.

&

Der Beweis wird in der Vorlesung gegeben, vgl. auch P. Kall, Lineare Algebra fiir Okonomen,
Teubner, 1984, §2.1 oder G.Fischer, Lineare Algebra, Vieweg, 2002, §2.2. Offenbar sind
dabei (iii) und (iv) einfache Folgerungen aus der Dimensionsformel (ii) und Satz 2.3.14.
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2.3.18 Beispiel. Wir betrachten die lineare Abbildung ¢ : R" — IR™, die mit Hilfe einer
(m x n)-Matrix A durch
p(z) = Az, zeR",

definiert ist. Die folgenden Aussagen ergeben sich aus den vorhergehenden Definitionen
und Satzen.

Dann ist der Kern von ¢ (d.h., kernp C R") die Losungsmenge L des LGS Az = o.
Die Abbildung ¢ ist dann und nur dann injektiv, wenn das LGS nur die triviale Losung hat.

Das Bild von ¢ (d.h., (IR") € R™) ist der Spaltenraum von A. Seine Dimension ist
immer kleiner oder gleich m (wegen ¢(IR™) C IR™), aber auch kleiner gleich n (nach (ii)
im vorhergehenden Satz). Die Abbildung ¢ ist genau dann injektiv, wenn dim ¢(IR") = n
ist. Also kann ¢ nur injektiv sein, wenn m > n ist.

Vereinigt man eine Basis {v!, ..., 0"} € R" der Losungsmenge L des LGS Az = o (d.i.
der Kern von ) mit je einer speziellen Losung u’ € IR™ der inhomogenen linearen Glei-
chungssysteme Au = w’ (i = 1,...,7) beziiglich einer Basis {w!,...,w"} des Spaltenraums
von A (= Bild von ¢), dann erhilt man eine Basis {v!,... 0% u!,... u"} des R". Also
erhalten wir die aus Satz 2.2.12 bekannte Formel

dimL=n—1gA,

denn k = dim L (siehe oben) und r = rg A ist die Dimension des Spaltenraums (wie des
Zeilenraums) von A. &

2.3.19 ﬂbung. (vel. P. Kall, Lineare Algebra fir Okonomen, Teubner, 1984, Beispiel
2.2 b)

Seien Cla,b] und C'|[a,b] - wie oben definiert - die Vektorrdume der auf dem Intervall
la, b] stetigen bzw. stetig differenzierbaren reellwertigen Funktionen mit der Nullfunktion
0. (Da es sich um reellwertige Funktionen handelt, benutzen wir nicht unterstrichene Sym-
bole fiir die Vektoren aus diesen Raumen.)

Mit y € C'a, b] gilt ' € Cla, b], also ist zu einer festen Zahl o € R mittels

oly) =y +ay
eine lineare Abbildung von C'[a,b] in C[a,b] definiert.

Wir betrachten nun folgende Aufgabe: Gesucht sind alle y € C*[a, b], so dass o(y) = o,
d.h., so dass
y(x)+ay(z) =0  Vz € [a,b]. (2.5)

Diese Gleichung heisst homogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
und hat z.B. auch Anwendungen bei Wachstumsprozessen (Kapital, Bevolkerung etc.).
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Durch Einsetzen stellt man fest, dass die Funktionen
y’Y<x) =ye ™, w€ [CL, b]’ (26)

(mit beliebigem v € R) Losungen von (2.5) sind. Offenbar gilt also y, € kern p fiir alle
v € R, also dimkern p > 1.

Folgen Sie P. Kall, Lineare Algebra fiir Okonomen, Teubner, 1984, um zu zeigen dass
dimkern p = 1.

Durch Vorgabe eines Anfangswerts y(a) = p fir die Losungen der Differentialgleichung
(2.5) hat man eine sogenannte Anfangswertaufgabe, und in der Familie (2.6) von Losungen
ist genau eine Losung y,, ausgezeichnet, die diese Anfangswertaufgabe 16st: Es muss

o€ =, d.h., v = pe™

gelten. &

Die folgende Aussage wird in der Vorlesung bewiesen, vgl. auch P. Kall, Lineare Algebra
fur Okonomen, Teubner, 1984, Satz 2.8 und Korollar 2.9.

2.3.20 Satz. (Prinzip der linearen Fortsetzung)

Seien V und W Vektorrdume und zumindest V' endlichdimensional. Ist
{v',...,v"} eine Basis von V und {w',...,w"} C W,
dann gibt es genau eine lineare Abbildung ¢ : V. — W mit
o) =w" fiirallei € {1,...,n}.
Speziell gilt also:

Hat V eine endliche Basis {v',...,v"} und ist ¢ : V. — W linear, so ist ¢ durch die Bilder
der Basiselemente p(v'), i =1,...,n, bereits vollstandig bestimmt. &

2.3.21 Ijbung. Sei ¢ : R? — IR? die lineare Abbildung, die durch
ple)=¢' und () = —¢

definiert ist, wobei e! und e? die Einheitsvektoren in IR? sind. Bestimmen Sie

() fﬁrzz(i)&z(_g),

sowie fiir beliebiges x = (1, z2)" € IR®.. Was bedeutet diese Abbildung geometrisch? <
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2.3.22 Ijbung. Fiir die lineare Abbildung ¢ : R?* — R? sei nur bekannt, dass
e(R?*) =1lin{(1,1,1)7,(1,1,0)T}.

Zeigen Sie, dass ¢ injektiv ist. Finden Sie eine derartige Abbildung. Ist es die einzige?
Wie vertragt sich diese Erkenntnis mit dem Prinzip der linearen Fortsetzung? &

2.3.23 Ubung. (vgl. Kall, §2.1) Sei P" der Vektorraum der Polynome p(t) héchstens
n-ten Grades und py € P" das lineare Polynom py(t) = t. Wir definieren eine Abbildung
¢ von P™ in P"*! durch

o(p)=po-p VpeP",

d.h., po(t) wird mit p(t) multipliziert. Zeigen Sie, dass ¢ linear und injektiv, aber nicht
bijektiv ist. &

2.3.24 ["Jbung. Wir erinnern an das Beispiel 2.1.12 zur Verbrauchsmatrix:

En-Verbrauch 0.2 04 0.3 Input fiir En
Ch-Verbrauch | = | 0.3 04 0.2 Input fiir Ch
Ba-Verbrauch 0.4 0.3 0.1 Input fiir Ba

Wie in Beispiel 2.1.12 nennen wir die Verbrauchsmatrix A, den Produktionsvektor (Input)
p = (p1,p2, p3)T und den Nachfragevektor Y= (Y1, 92, y3)T. Es ist ein Gleichungssystem in
den Variablen pq, po, p3 zu losen, und zwar

p—Ap=y, dh,(I-Ap=y.

Losen Sie das Zahlenbeispiel und diskutieren Sie die Eigenschaften der Matrix I — A und
der linearen Abbildung

p(p) = (I = A)p
und gegebenenfalls ihrer Umkehrabbildung. &
2.3.25 Lineare Abbildungen zwischen endlichdimensionalen Vektorraumen.
Seien V' und W endlichdimensionale Vektorraume und
{v',... 0"} eine Basis von V und {w',...,w™} eine Basis von W.

Sei ¢ : V' — W linear. Die Bilder der Basisvektoren in V' sind durch

QO(Q]) = Zaijwia J=1...,n, (27)
i=1
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mit reellen a;; darstellbar. Nach dem Prinzip der linearen Fortsetzung ist durch die Bilder
der Basisvektoren in V' die lineare Abbildung ¢ schon vollstandig bestimmt. Mit anderen
Worten: ¢ ist durch die Matrix

a1 a19 ... QAp

921 929 ... Qop
A =

Am1 Am2 ... Qmp

bereits vollstindig bestimmt. Die j-te Spalte von A ist also der Komponentenvektor von
©(v7) beziiglich der gegebenen Basis in W.
Sei nun v € V beliebig und habe die Komponenten x; beziiglich der Basisvektoren v’

Vj, also
n
_ yd
v=>Y z;0.
Jj=1

Dann folgt, da ¢ linear,

o(v) = ij (Z ajw') = Zylwi mit y; = Zaijxj, 1=1,...,m,
=1 i=1

i=1 j=1

d.h., y; definieren die Komponenten des Vektors ¢(v) beziiglich der gegebenen Basis in
W, und wir haben fiir die Spaltenvektoren (Spaltenmatrizen) z = (1,...,2,)" und y =
(Y1, ..., ym)" die Beziehung

y=Ax (2.8)

nach den uns bekannten Gesetzen der Matrizenmultiplikation.

Fazit: Bei gegebenen Basen in V und W ist jeder linearen Abbildung ¢ : V' — W eine
Matrix A zugeordnet, deren j-te Spalte der Komponentenvektor von ¢(v?) ist und die eine
lineare Abbildung vom Raum R" (der Komponentenvektoren zu v € V) in den Raum R™
(der Komponentenvektoren zu ¢(v) € W) vermittelt.

Umgekehrt definiert (bei gegebenen Basen in V und W) jede Matrix A € M (m,n) eine
lineare Abbildung von V' in W, wenn man diese geméss (2.7) erklért.

Wichtig: Die Matrix A héangt von den vorgegebenen Basen in V und W ab. &

2.3.26 Ubung. (vel. Kall, §2.3) Sei ¢ : R* — R® mit einer festen Zahl § € IR definiert
durch

o(x,y,z) = (rcosf — ysinb, xsind + y cos b, z).
Zeigen Sie, dass ¢ linear und bijektiv (also ein Isomorphismus) ist und geben Sie die
zugeordnete Matrix A beziiglich der kanonischen Basis {e!, 2, ¢®} des R® an. Ist A regulir?
Welche Matrix ergibt sich, wenn im Urbildraum IR? die Basis {el,e! + €2, et + 2 + &%},
aber im Bildraum R? die kanonische Basis gew#hlt wird? &
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2.3.27 Isomorphismen und regulare Matrizen. Seien V und W n-dimensionale
Vektorraume und ¢ : V' — W ein Isomorphismus. Dann ist jedem Paar von Basen in V'
und W eine regulare n-reihige Matrix zugeordnet. Beweis: siehe Vorlesung. &

2.3.28 Verkniipfungen von linearen Abbildungen bzw. Matrizen.

Wegen der eineindeutigen Zuordnung von linearen Abbildungen zwischen endlichdimen-
sionalen Vektorraumen und Matrizen passenden Typs sowie den gleichberechtigten Charak-
terisierungen (2.7) und (2.8) haben wir fiir die bekannten Verkniipfungen folgende Zusam-
menhange.

Seien dimV = n, dimW =m, ¢ : V — W und ¥ : V — W mit zugeordneten
(m x n)-Matrizen A, und Ay, dann gehort zu Ap (mit A € R ist die Abbildung bekannt-
lich wieder linear) die Matrix AA, und zu ¢ + ¢ (bekanntlich ebenfalls wieder linear) die
Matrix A, + Ay.

Seien dimV = n, dmW = m, dmX =7r, ¢ : V — W und ¢ : W — X mit
zugeordneten (m X n)- bzw. (r x m)-Matrizen A, und Ay, dann gehért zur Hinterein-
anderausfiihrung ¢ o ¢ (bekanntlich ebenfalls wieder linear) das Matrixprodukt A,A.,.
Beachten Sie die Dimensionszusammenhange

V-oW-—-X mit dmV =n, dmW =m, dimX =r
fiir die linearen Abbildungen und
A, e M(m,n), Ay € M(r,m), verkniipft zu A,A, € M(r,n)

fiir die zugeordneten Matrizen.
Die Definition des Matrizenprodukts, wie wir sie vorgenommen haben, ist also gerecht-
fertigt durch die Hintereinanderausfithrung von linearen Abbildungen. &

2.3.29 Definition. Sind V und W endlichdimensionale Vektorraume und ¢ : V. — W
linear, dann heisst die Dimension des Bildes ¢(V') auch Rang der Abbildung ¢, d.h.,

rg (¢) = dim (V). o

2.3.30 Bemerkung. Diese Definition ist gerechtfertigt im Vergleich zur schon bekannten
Definition des Rangs einer (m x n)-Matrix: Seien ndmlich Basen in V' und W gegeben und
A die dazugehorige Matrix beziiglich der Abbildung ¢. Dann ist dim (V) gleich der
Dimension des Spaltenraums von A, also

rg () =rgA. o
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Es folgt nun unmittelbar aus den vorangegangenen Aussagen und Uberlegungen:

2.3.31 Satz. Seien V und W Vektorraume mit dimV =n und dimW =m, ¢ : V — W
eine lineare Abbildung und A diejenige Matrix, die der Abbildung ¢ beziiglich eines festen
Paars von Basen in V und W eindeutig zugeordnet ist.

1. Dann sind die folgenden Bedingungen gleichwertig:
(i) ¢ ist injektiv.
(ii) kerng = {o}  (d.h., dimkern¢p = 0).

(iii) rg(p) =n  (wobei rg (p) = dim p(V)).
(iv) rgA=n (= Anzahl der Spalten von A).

2. Ferner sind die folgenden Bedingungen gleichwertig:
(i) ¢ ist surjektiv  (d.h., W = ¢(V)).

(i) xg () =m  (wobei rg (p) = dim (V).
(iii) rg A=m (= Anzahl der Zeilen von A).

3. Schliesslich sind die folgenden Bedingungen gleichwertig:
(i) ¢ ist bijektiv.
(ii)) dimV =dimW  und ¢ ist injektiv.
(iii) dimV =dimW  und ¢ ist surjektiv. &

2.3.32 Folgerung. Sei A eine gegebene (m x n)-Matrix. Im Spezialfall der durch
p(z) = Az definierten linearen Abbildung ¢ : R" — IR™ gilt also

@ injektiv. & rg A =n.
@ surjektiv. < rg A =m.
¢ bijektiv & m=n=rgA.

&

2.3.33 Folgerung. Seien A eine (m x n)-Matrix sowie S eine regulére n-reihige Matrix
und 7T eine eine regulare m-reihige Matrix. Dann gilt

rgTA=rgA und 1gAS=rgA.

In der Sprache der linearen Abbildungen gelten also fiir eine beliebige lineare Abbildung
¢ : R" — R™ sowie Isomorphismen g : R™ — R™ und ¢ : R" — R" die Beziehunegn

rg(0op) =1g(p) und rg(po)) =rg(p). o
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2.4 Koordinatentransformation

2.4.1 Beispiel. (Ellipse in verschiedenen Koordinatensystemen) In jedem Tafel-
werk findet sich fiir eine Ellipse £ in Standarddarstellung die Formel

22 P

2 e
wobei @ > 0 und b > 0 die Langen der beiden Halbachsen von &£ sowie der Koordinatenur-
sprung (0,0) der Mittelpunkt von & sind. Im Spezialfall « = b = r > 0 erhalten wir die
Gleichung eines Kreises mit Mittelpunkt in (0,0) und Radius r.

Was konnen wir aber tun, wenn z.B. eine Menge X durch
X = {(z,y) € R?*|52* + 8y + 5y° = 1}

gegeben ist, um festzustellen, ob es sich um eine Ellipse handelt, und wenn ja, wo ihr
Mittelpunkt liegt und wie lang ihre Halbachsen sind?

Wenn man bei G. Strang, Lineare Algebra, Springer, 2003 nachschaut, von wo das
Beispiel stammt (siehe dort Beispiel 6.5.6), sieht man, dass eine ”geschickte Umformung”

2 2
+y r—y
522 + 8z +52:9(x_) +( )
Yy Yy \/5 \/5

(nachrechnen!) auf die neuen Koordinaten

§‘_ery Ty
v T A

fiihrt, und man erhélt die Formel 962 + n? = 1 fiir eine Ellipse in Standarddarstellung.
Folglich ist (0,0) der Mittelpunkt von &, die Halbachsen haben die Langen 1/3 und 1.
Diese Koordinatentransformation kann man als eine lineare Abbildung von R? in IR?

auffassen, sie ist durch

definiert und reprasentiert eine Drehung plus Spiegelung.

Die systematische Behandlung quadratischer Gleichungen in n Variablen mit Hilfe der
sogenannten Hauptachsentransformation, einer speziellen Koordinatentransformation, be-
handeln wir im Kapitel ” Eigenwerte”. &

2.4.2 Definition. Es sei V ein Vektorraum mit dim V' = n, und es seien B = {p!, ..., p"}
und C = {¢',...,¢"} zwei Basen von V. Die lineare Abbildung ¢ : V — V., die durch
o(p') = ¢ Vi gegeb_en ist, heisst Koordinatentransformation. Schreibt man die Bilder
von V wieder als Linearkombination der Basis B, so nennt man die Matrix T' = (t;;), die
durch

¢ = Ztijg_)i, j=1...,n, (2.9)
i=1

gegeben ist, die zugehorige Transformationsmatrix beziuglich der Basis B. &
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2.4.3 Wir werden uns im folgenden auf den Fall V= R" beschranken. Seien wie oben
B={p',....p"} und C = {¢',...,¢"} zwei Basen dieses Vektorraums.
Die Formel (2.9) kann man ausfiihrlicher so schreiben:

gj :t1j21+t2j]_92+---+tnj]_?n7 J=1...,n (2.10)

Also entspricht fiir die Matrix

i1 tiz ... tin

i too ... top
T = . !

tnl ZfnZ see Zfnn

die j-te Spalte T, ; von T den Koeffizienten zur Darstellung von ¢’ in (2.10).
Schreibt man die Elemente p’ bzw. ¢’ der Basen B bzw. C des IR" als Spaltentupel der
Lange n, so kann man sie zu n-reihigen Matrizen

P:[]glpz ... p"l und Q:[gl ¢ ... q"

zusammenfassen. Da B und C Basen des IR" sind, sind die Matrizen P und @) regulér, und
man kann (2.10) auch schreiben als

qj:PT,j, 7=1...,n,

also in Matrixschreibweise
Q=PT. (2.11)

Da P und @ regulare n-reihige Matrizen sind, gilt:
T ist eine regulare n-reihige Matrix.
Betrachten wir nun die Ricktransformation, also die Koordinatentransformation
Y :R" — R" mit w(gi):]_oi, i=1,...,n,

so definiert die j-te Spalte S,; der Matrix

S11 S12 ... Sin

S91 S22 ... Sop
S =

Spnl Sn2 --. Snn

die Koeffizienten zur Darstellung von g] als Linearkombination aus den Vektoren gj:

szsljg1+82jg2+"'+snjgny .]217771



2.4. Koordinatentransformation 55

In Matrixschreibweise ergibt das

P=0QS.
Zusammen mit (2.11) folgt daraus
S=Q'P=(T'PHr=T", (2.12)

also ist die zur Riicktransformation v gehorende Matrix (beziiglich C) die Inverse der
Matrix zur Koordinatentransformation ¢ (beziiglich 5).
Sei nun v € R" beliebig und seien z und y die Komponentenvektoren von v beziiglich

B bzw. C, d.h.,
=Y zpt = > uid (2.13)
=1 i=1

Dann ergibt sich - wenn v, z und y als Spaltenvektoren geschrieben werden - die Matrix-
darstellung

v = Pzr = Qy.
Somit haben wir wegen (2.12) die Beziehung
y=Q 'Pz=T""a. (2.14)

Zusammengefasst ergibt sich also

2.4.4 Satz. Seien B = {p',...,p"} und C = {¢"....,¢"} zwei Basen des R" und ¢ die
Koordinatentransformation gp(g_)) = ¢' Vi mit der zugehorigen Transformationsmatrix T
beziiglich B. Dann gilt:

1. Ist ¢ die Koordinatentransformation 1(q') = p' Vi, so ist S = T~" fiir die zugehdrige

Transformationsmatrix S beziiglich C erfiillt.

2. Ist v € R" beliebig und sind z und y die Komponentenvektoren von v beziiglich 13
bzw. C gemadss (2.13), dann gilt y =T 'z. &

2.4.5 Satz. Es seien B = {p',...,p"} und C = {¢*,...,q"} zwei Basen des R" sowie
={g",...,g"} und H = {R',... ™} zwei Basen des R™. Ferner seien in R" und R™
Koordmatentransformatmnen mit den Transformamonsmatrlzen T = (t;;) und S = (s;5)

gemass ¢’ —thp, 7=1,...,n, bzw. Q]:Zsijg, j=1,...,m,
i=1
gegeben. Der linearen Abb1]dung
¢:R"— R™
sei beztiglich der Basen B und G die Matrix
A=(a;;;1<i<m,1<j<n}
zugeordnet. Dann wird ¢ beziiglich der Basen C und ‘H beschrieben durch die Matrix

B=S"1AT.
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Beweis: Alle hier auftretenden Vektoren werden als Spaltentupel aufgefasst. Sei v € R"
beliebig. Geméss (2.8) gilt fiir die Komponentenvektoren x von v in der Basis B bzw. z
von (v) in der Basis G die Beziehung

z = Ax.

Andererseits gilt nach Aussage 2 in Satz 2.4.4 fiir den Komponentenvektor y von v geméss
der Basis C und den Vektor z die Beziehung

y=T"z

Bezeichnen wir den Komponentenvektor von ¢(v) in der Basis H mit 7, so gilt wieder nach
Aussage 2 in Satz 2.4.4, dass

Sz,

s

Um die gewilinscht Aussage zu beweisen, ist eine Matrix B gesucht, die ¢ beziiglich der
Basen C und ‘H beschreibt. Nach dem Abschnitt 2.3.25 muss B also

m= By
erfiilllen. Mit den obigen Gleichungen ermitteln wir
r=8"'2=8"4Az = S_IATQ,
also B = ST1AT, was zu zeigen war. 0

2.4.6 Korollar. Sei die lineare Abbildung o in Satz 2.4.5 eine Abbildung von R" in R".
Ferner sei

B=G wund C=MH,

d.h., fiur den Urbild- und Bildraum IR™ von ¢ wird zum einen jeweils die Basis B verwendet,
zum anderen jeweils die Basis C. Die Koordinatentransformation von B in C sei wie in
Satz 2.4.5 durch die Transformationsmatrixz T beschrieben. Dann gilt: Ist die Abbildung
@ beziiglich der Basis B durch die Matriz A beschrieben, so wird ¢ beziiglich der Basis C
durch die Matrix

B=T"1AT

beschrieben. &

2.4.7 Definition. Die mit der Koordinatentransformation 7' gemass Korollar 2.4.6 ver-
bundene Transformation von A in B = T AT heisst Ahnlichkeitstransformation
der Matrix A. Zwei n-reihige Matrizen A und B heissen a@hnlich, falls es eine regulare
n-reihige Matrix T gibt, so dass B = T AT gilt. <&

2.4.8 ﬂbung. Man veranschauliche sich die Aussage von Korollar 2.4.6 an dem Beispiel
in Aufgabe 2.3.26. <&
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2.5 Transformationsmatrizen der Gauss-Elimination

2.5.1 Beispiel. Betrachten wir die Matrix

aj; a2z a3 A4 2 2 -1 -1
A = 21 Q29 23 Q24 = 2 0 2 4
as; Q32 33 G34 4 2 1 3

Durch welche Transformationsmatrizen werden Gauss-Schritte reprisentiert?

1. Vertauschung der 1. und 2. Zeile von A:

010 2 2 -1 -1 20 2 4
1 00 20 2 4 |=122 -1 -1
0 01 4 2 1 3 4 2 1 3
2. Erzeugung von Nullen unter dem Pivotelement a;; = 2 (Pivotelement bleibt un-
veréndert):
100 2 2 -1 -1 2 2 -1 -1
-1 10 20 2 4]1=10-2 3 5
-2 0 1 4 2 1 3 0 -2 3 5
3. Vertauschung der 2. und 4. Spalte von A
2 2 -1 -1 (1) 8 8 (1) 2 -1 -1 2
20 2 4 0010 |~ 2 4 20
4 2 1 3 010 0 4 3 1 2

Die Multiplikation einer Zeile von A mit einem Faktor A # 0 lédsst sich ahnlich darstellen,
wir bendtigen diese Transformation im folgenden aber nicht. <&

2.5.2 Fiir eine beliebige (m x n)-Matrix A = (a;;) sind die Transformationsmatrizen
entsprechend:

1. Die Vertauschung der i-ten und k-ten Zeile von A erfolgt durch die Multiplikation
von links

PA,

und zwar mit der (mxm)-Permutationsmatrix P, in der im Vergleich mit der (mxm)-
Einheitsmatrix die ¢-te und k-te Einheitsspalte vertauscht sind.
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2. Ausfiihrlich aufgeschrieben, hat A die Form

a1 12 ... Qik Aig+1 ... Qin

a21 Q2 ... Q2 a2k+1 ... Q2p

A= g1 Gr2 ... Qgk Qkky1 - Okn
Ag+11 k412 - -+ Qp41k Ok41k+1 - -+ Qktin

Am1 Am2 <. Amk Amk+1 <o Amn

Zur Erzeugung von Nullen unter dem Pivotelement ag, mit agr # 0 (1), wobei die
ersten k Zeilen (insbesondere das Pivotelement) unverandert bleiben, multipliziere
man von links

T("”)A,
und zwar mit der Matrix
10 0 0 0
0 1 0 0 0
™ =100 ... 1 0..0], (2.15)
00 tﬁﬂk 1 0
0 0 ... _tf}nk O .« .. 1
wobei tfk = a;/ag fir @ > k. Stehen unter ajy, ase, ... , ag_15—1 bereits Nullen,

bleibt diese Eigenschaft in T") A offenbar erhalten.

3. Die Vertauschung der j-ten und [-ten Spalte von A erfolgt durch die Multiplikation
von rechts

AQ,

und zwar mit der (n x n)-Permutationsmatrix @, in der im Vergleich mit der (m xm)-
Einheitsmatrix die j-te und I/-te Einheitsspalte vertauscht sind.

2.5.3 Inverse einer Permutationsmatrix. Sei P eine Permutationsmatrix. Dann gilt,
wie man leicht sieht, PTP = PPT =, also P~! = PT.

Offenbar gilt

2.5.4 Satz. Die in Abschnitt 2.5.2 definierten quadratischen Matrizen P, T®) und Q) sind
regular. &
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2.5.5 Das Losen eines inhomogenen LGS Az =bmit A = (a;;; i =1,....m; j=1,...,n)
und b = (by, ..., by,)" fiihrt bekanntlich nach endlich vielen Schritten vom Typ 1 und 2, die
auf die sukzessive transformierte erweiterte Koeffizientenmatrix [A, b] angewendet werden,
bzw. Spaltenvertauschungen in der sukzessive transformierten Matrix A (Typ 3) auf die
Trapezform

Gy Gy ... Gy Gippr . G D
0 d22 e C~L2T dg r+1 .- &Qn bg
Abl =] 0 0 ... @& Gt ... dm b (2.16)
0 0 ... 0 0 ... 0 by
0 0 0 0 0 bm

mit a; #0 fire=1,...,7r.
Transformationen vom Typ 1 bzw. 2 entsprechen nach Satz 2.5.4 jeweils der Umformung

PAx = Pb bzw. T® Ax = T®p

auf ein dquivalentes LGS (d.h., die Losungsmenge bleibt gleich).
Transformationen vom Typ 3 entsprechen der Umformung von Az = b in

was also einer Vertauschung von Variablenindizes entspricht und als spezielle Koordina-
tentransformation im R" interpretiert werden kann.
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Kapitel 3

Vektorraume mit Skalarprodukt

Inhaltsverzeichnis
3.1 Skalarprodukt und Norm ........ ... . 61
3.2 Orthonormalsysteme .......... .. 66
3.3 Lineare Approximationsprobleme .......... ... ... . . . 69

3.1 Skalarprodukt und Norm

Bisher haben wir noch nicht die Moglichkeit genutzt, in Vektorraumen Entfernungen,
Winkel oder Flachen- und Rauminhalte zu messen.

Dazu fiihren wir zunachst eine Verkniipfung ein, die zwei Vektoren eines Vektorraums
V" auf solche Weise eine reelle Zahl zuordnet, dass man Winkel und Entfernungen zwischen
Vektoren in bekannter Weise betrachten kann.

3.1.1 Definition. Ist in einem Vektorraum V' zu je zwei Vektoren v, w € V eindeutig eine
reelle Zahl (v, w) mit den folgenden Eigenschaften E1 — E4 zugeordnet, so heisst (v, w)
Skalarprodukt oder inneres Produkt der Vektoren v und w:

El. (v, w) = (w,v),

E2. (A, w) = M, w) fiir beliebige A\ € R,

E3. (u+ v, w) = (u,w) + (v, w) fiir beliebige u € V,

EA4. (v,v) > 0, falls v # o. &

61
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3.1.2 Beispiele.

1. Im Vektorraum V = R" ist zu Elementen v,w € IR" mit den Komponenten v; und
w;, wobei v und w als Spaltenvektoren aufgefasst werden, durch

n

(vw) =v"w=">Y vw (3.1)

j=1

ein Skalarprodukt zugeordnet, das euklidische Skalarprodukt von v und w. Okonomisch
interpretierbar ist das z.B. durch die Zuordnung des Erloses (reelle Zahl) zu einem vorgegebe-
nen (Verkaufs-)Preisvektor v und einem (verkauften) Giiterbiindel w.

2. Betrachten wir wieder den Vektorraum V = IR" und schreiben seine Elemente als
Spaltenvektoren. Sei () eine symmetrische n-reihige Matrix mit der Eigenschaft

v Qu >0 fiir alle v € R™\ {o}. (3.2)
Derartige Matrizen heissen positiv definit. Dann ist durch
(vw):==v'Quw  Vu,weR", (33)
ein Skalarprodukt zugeordnet: Es gilt E1 wegen
v'Quw = (v"Qw)T (eine Zahll) =w'QTv=w"Qu,
da @ symmetrische Matrix ist (d.h., QT = Q). Ferner gelten E2 wegen
(M) Quw = Av"Qu

und E3 wegen
(u+2v)"Qu=u"Qu + v Qu,

jeweils nach den Rechengesetzen fiir Matrizen. Letztlich folgt E4 aus den Definitionen
(3.3) und (3.2). Insbesondere sind damit auch die Skalarproduktaxiome fiir das Beispiel 1
nachgewiesen, denn mit ) = I ist Beispiel 1 nur ein Spezialfall von Beispiel 2.

3. Sei nun V' = Ca, b], der Vektorraum der auf [a,b] (mit a < b) stetigen Funktionen.
Dann ist zu f, g € Cla, b] mittels

(f.g) = / f(2)g(x)dz (3.4)

das Skalarprodukt von f und g zugeordnet. E1 gilt, da man unter dem Integral f(z) und
g(x) vertauschen kann, E2 und E3 gelten nach den Rechengesetzen fiir Integrale. Zu E4:
Wenn f(zy) # 0 fiir mindestens ein zq € [a, b] gilt, so gibt es ein € > 0, so dass

fA(z) >0 V€ la,b] N B(xg,e)
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gilt, wobei B(zg,¢) = {x |||z — zo|| < e}. Wegen f?(z) > 0 Vz € [a, b] folgt dann

/b fA(x)dx > 0,

was fiir E4 zu zeigen war. &

3.1.3 Definition. Ist V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-), dann heissen zwei Vek-
toren v # o und w # o aus V orthogonal zueinander, falls (v, w) = 0 gilt. Wir schreiben
dann v L w &

Man sagt auch, dass zwei zueinander orthogonale Vektoren einen rechten Winkel beziiglich
des Skalarprodukts (-, -) bilden. Statt ”orthogonal” ist natiirlich auch die deutsche Bezeich-
nung ”senkrecht” tiblich. Somit ist in V' ein Einheitswinkel definiert, und man kann damit
eine Winkelmessung in (V (-, -)) durch Unterteilung des rechten Winkels durchfiihren.

3.1.4 Beispiele.

1. In V = R? mit dem euklidischen Skalarprodukt
T, _
T Y = T1Y1 + T2Y2

fiir £ = (21, 22)", y = (y1,¥2)" ist Thnen aus der Schule und aus der Mathematik II bekannt,
dass

zTg = 111 + Tayp = ||z]| [|y]| cosa

gilt, wobei o der Winkel zwischen v und w ist und ||z|| = /27 + 23 (analog |y||) die
(euklidische) Lénge von x bezeichnet.

Damit erhalten wir die Standarddefinition der Orthogonalitét, da gTy = 0 genau dann
gilt, wenn cos a = 0 ist.

Ebenso erhalten wir die Standarddefinition des rechten Winkles, da bei Beschrankung
auf a € [0, 7] gerade cosa = 0 fiir a = /2 gilt.

2. Sei nun V' = C[—r, w]. Dann sind (fiir gegebenes n € IN) in der Menge

W(n) :={1,cosx,cos2x,...,cosnz,sinz,sin2z, ..., sinnx} C C|—7, ]

je zwei Vektoren zueinander orthogonal beziiglich des Skalarprodukts (3.4), a = —m, b = 7.
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Allgemein gilt fiir ganze Zahlen p, v > 1 namlich, dass

T . ) ] 0, falls p #v \
f_ﬂ sin px sinvedr = { r falls = v
f:r sin px cosvrdr = 0

" [0, falls u #v
f_ﬂ cos uxr cosvrdr = { x falls = v s

ffﬂ 1-sinpxrdr = 0

J7 1-cospzdr = 0

[T ldx = 2m,

/

vgl. P. Kall, Lineare Algebra fir Okonomen, Teubner, 198/, Beispiel 1.11 b. Zur Ubung
sei Thnen empfohlen, diese Integrale (zumindest fiir die Menge WW(2)) nachzurechnen. <

3.1.5 Ubung. Sei C die folgende Diagonalmatrix

10
— 2
(3 0).
(i) Zeigen Sie, ohne auf Beispiel 2. in Punkt 3.1.2 zuriickzugreifen, dass durch

(z,y) :=z"Cy (3.6)
fir = (z1,22)7, y = (y1,42)" ein Skalarprodukt im IR* definiert ist.

(ii) Machen Sie sich klar, dass die Vektoren (1,1)" und (1, —1)T beziiglich des Skalarpro-
dukts (3.6) nicht aufeinander senkrecht stehen und bestimmen Sie alle Vektoren, die
senkrecht zu (1,1)7 beziiglich des Skalarprodukts (3.6) sind.

&

3.1.6 Definition. Ist V ein beliebiger Vektorraum, dann heisst eine auf V' definierte
reellwertige Funktion v € V +— ||v|| € R eine Norm auf V und die Zahl ||v|| Norm von
v, falls die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

P1. lo >0 YveV\{o} (Definitheit)
P2. IAv]] = |A]|lv] fir alle A € Rund v € V, (Homogenitit)
P3. lv + wl|| < ||v]| + ||w|| fir alle v,w € V, (Dreiecksungleichung).

Aus P1 und P2 folgt, dass ||v|| = 0 genau dann, wenn v = o. &
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Eine wichtige Klasse von Normen sind die durch ein Skalarprodukt erzeugten. Dass fiir sie
die Axiome P1-P3 erfiillt sind, werden wir anschliessend gleich begriinden.

3.1.7 Definition. Sei V ein beliebiger Vektorraum mit einem Skalarprodukt (-, -). Dann
heisst fuir v e V

die durch das Skalarprodukt (-,-) induzierte Norm von v. &

3.1.8 Satz. Sei V ein beliebiger Vektorraum mit einem Skalarprodukt (-,-) und dadurch
induzierter Norm || - ||. Dann gilt fiir beliebige v,w € V die Cauchy-Schwarz’sche Unglei-
chung

| (@ w) | < fluflflwl-

&

Zum Beweis vgl. Vorlesung und P. Kall, Lineare Algebra fir Okonomen, Teubner, 1984,
Satz 1.25.

3.1.9 Lemma. (Rechtfertigungslemma) Jede durch ein Skalarprodukt in einem Vek-
torraum V induzierte Norm ist eine Norm im Sinne von Definition 3.1.6. &

Beweis: P1 folgt sofort aus E4 in der Definition des Skalarprodukts. Aus E2 und E1 in
der Definition des Skalarprodukts folgt sofort

(Av, Av) = Ao, Aw) = A, v) = X (v, v)

und somit P2. Zum Beweis der Dreiecksungleichung P3 nutzen wir die Cauchy-Schwarz’sche
Ungleichung und die Definitionen eines Skalarprodukts und seiner induzierten Norm wie
folgt aus:

lv+wl* = (v+wo+w)
= [l +2(v, w) + [lw|?
< ol + 2] (v, w) | + [|w]?
<l + 2l lwll + flalf?,
was ||v + w|]? < (||v]] + |Jw||)? und damit P3 ergibt. O
3.1.10 Beispiele.
1. Sei V = IR" mit Elementen z = (z1,...,7,)". Normen auf IR" sind zum Beispiel

die euklidische Norm

lzll2 = VaTz =
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aber auch die Maximumnorm

o = o o

sowie die Summennorm
n

lzlly == |-
j=1

Die Funktion [| - ||z ist in der Tat eine Norm, némlich nach dem vorangegangenen Rechtfer-
tigungslemma, denn sie basiert auf dem euklidischen Skalarprodukt. Zur Ubung sei Thnen
empfohlen, auch fiir die Funktionen || - ||, und || - ||; die Normeigenschaften nachzupriifen.
Das ist mit elementaren Mittel moglich. Durch ein Skalarprodukt sind sie aber nicht in-
duziert, fiir die Maximumnorm vergleiche man dazu P. Kall, Lineare Algebra fiir Okonomen,
Teubner, 1984, Beispiel 1.10a.

2. Sei nun V = Cla, b]. Zu f,g € C[a,b] ist durch das Skalarprodukt (vgl. 3.4)

(frg) = / ' fla)g(a)de
b 1
= [ P i)

induziert. Weitere Normen in Cla, b] (die sich allerdings nicht durch ein Skalarprodukt
erzeugen lassen, vgl. P. Kall, Lineare Algebra fiur Okonomen, Teubner, 1984, Beispiel
1.10b) sind die sogenannte L;-Norm

1= [ 5@ do

die sogenannte Lo-Norm

und die sogenannte L..-Norm

[flloe == sup [ f(z)]
a<z<b
Der Nachweis der Normeigenschaften sei wieder den Lesern tiberlassen. &

3.1.11 ﬂbung. Definieren Sie die durch das Skalarprodukt in Ubung 3.1.5 induzierte
Norm im IR &

Interessant ist, wann die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung und die Dreicksungleichung als
Gleichung erfiillt sind, vgl. P. Kall, Lineare Algebra fiir Okonomen, Teubner, 1984, §1.5
und die Vorlesung.
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3.1.12 Satz. SeiV ein beliebiger Vektorraum mit einem Skalarprodukt (-, -) und dadurch
induzierter Norm || - ||. Dann gilt fiir v,w € V in der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung
die Gleichheit

[{v, w)| = [[]l[|w]

genau dann, wenn {v,w} linear abhangig ist. &

3.1.13 Satz. Sei V ein beliebiger Vektorraum mit einem Skalarprodukt (-, -) und dadurch
induzierter Norm || - ||. Dann gilt fiir v,w € V in der Dreiecksungleichung die Gleichheit

v+ wl|| = [Jv]| + [Jw]|

genau dann, wenn es eine Zahl A\ > 0 gibt, so dass v = \w oder w = \v gilt (d.h., wenn
{v,w} positiv linear abhangig sind). &

3.2 Orthonormalsysteme

3.2.1 Satz. SeiV ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -). Ist I eine beliebige Indexmenge
und erfiillt

B={v'|i€lI}CV mit v'#0oViel und (v',0/)=0Vi,jel:i#j,

dann ist B linear unabhangig. &
Beweis: Sei C eine endliche Teilmenge von B, 0.B.d.A. C = {v', ... v"}. Zu zeigen ist:
Z)\jyjzg = AM=...= )\, =0.
j=1

Aus ) 7, A\jv? = o folgt fiir ein beliebiges festgehaltenes i € {1,...,n} nach Voraussetzung
und den Gesetzen fiir Skalarprodukte

was wegen (v',v') > 0 (da v’
beliebig war, folgt Ay = ... =

U N

o vorausgesetzt ist) sofort A\; = 0 ergibt. Da i € {1,...,n}
» = 0, was zu zeigen war. O

3.2.2 Definition. Sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -) und dadurch induzierter
Norm || - ||. Eine Menge

B={'|icI}CV mit |v|=1Viel und (') =0Vi,j€l:i#j,

heisst ein Orthonormalsystem (kurz ONS) in V. Ist B iiberdies eine Basis von V' so
heisst B Orthonormalbasis von V. &
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3.2.3 Komponentenvektor in einer Orthonormalbasis. Sei B = {v!,...,v"} eine
Basis eines n-dimensionalen Vektorraums V', die zugleich ONS ist. Dann gilt fiir die
beziiglich B eindeutig bestimmten Komponenten zi,...,x, eines beliebigen Vektors w
aus V
W=
j=1
und somit fiir ein beliebiges, aber festes i € {1,...,n}

n n
j=1 =1

d.h., da ¢ beliebig war
= {(w,v"), i=1,...,n.

Damit haben die Komponenten eines Vektors in einer Orthonormalbasis eine besonders
einfache Darstellung. Das benutzt man bei der orthogonalen Projektion eines Punktes
auf einen Unterraum sowie bei der Konstruktion eines ONS aus einem beliebigen linear
unabhangigen System.

3.2.4 Ubung. Durch z — F(z) := Az mit

9 also Aol - ) A.2 - ) Ao3 -

— O
OO = =
o= =N
— O
OO = =
— = = N

ist eine lineare Abbildung von IR?® in IR* definiert. Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis
von F(IR?).

Wir sind hier in der Situation, dass der fragliche Vektorraum V' = F(IR?) ein Unterraum
des IR* ist, wir arbeiten hier also mit dem euklidischen Skalarprodukt und der euklidischen
Norm || - || = || - ||z im R* Offenbar ist rg A = 2, da A,3 = A, + A.o und {A,1, 4.5}
linear unabhéngig. Somit ist z.B. C = {A,1, A,2} eine Basis des Spaltenraums von A, also
von F(IR?). Offenbar ist C kein ONS.

Beim Losen dieser Aufgabe kann man so vorgehen. Wir betrachten z = A,1/||A,1|| als
ersten Vektor der gesuchten ONS. Da die Dimension von F(IR?) gleich 2 ist, suchen wir
also einen Vektor

g = <y17y27y37y4>T mlt g J— Z, Hg“ = 1 und g S hn {A017Ac2}7
also losen wir das LGS in den Variablen vy, ..., y4, A1, Aot

Y1 +ys+ya=0 und y1 = A+ Ao, Yo = Aa, Yz = A1, ya = A
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Man erhalt als allgemeine Losung mit ¢t = Aq:
Ay =3t und y= (Y1, Y2, Y3, y4) T = t(=2,-3,1,1)7, t € R,
so dass der gesuchte normierte Vektor y sich mit
7=(-2,-31,1)T/V15

ergibt (da v/15 = [|(—2,—3,1,1)T|| in der eukidischen Norm).
<&

3.2.5 Ubung. Wir betrachten wie in Teil 2 von Beispiel 3.1.4 die Menge W(n) C C[—n, 7]
und den Unterraum

U =1linW(n)

von C[—m,w|. Zeigen Sie, dass die folgende Menge W(n) eine Orthonormalbasis von U ist:

—~ 1 1 1 "
W(n) = {—} U {—coslm,—sink:x} C C[—m, ]
V2m e ves k=1
Sie diirfen dabei die Formeln (3.5) benutzen. &

3.2.6 Ubung. Sei A eine (n x n)-Matrix, deren Zeilen ein ONS bilden. Berechnen Sie

AAT | A7 die Determinante von A.

3.3 Lineare Approximationsprobleme

3.3.1 Sei V ein Vektorraum mit Norm || - || und W ein endlichdimensionaler Umterraum
von V. Dann lautet das sogenannte lineare Approximationsproblem wie folgt:

Gegeben ist ein Vektor v € V.
Bestimme einen Vektor w* € W, so dass

v —w| < flv—w| firallew e W.

Formal schreiben wir das als Optimierungsaufgabe

min o —wl. (3.7)
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3.3.2 Beispiel. Losen Sie die Aufgabe (3.7) fiir
V=RW={(r,y) e R*|2+2y =0} und v = (4,1)7

bei Annahme verschiedener Normen, und zwar || - ||; (Summennorm), || - ||2 (euklidische
Norm) sowie || - ||oo (Maximumnorm). &

3.3.3 Satz. Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) und dadurch induzierter Norm
| - |]. Seien v € V sowie B = {w',...w"} ein ONS in V und W = lin B. Dann hat das
lineare Approximationsproblem (3.7) die eindeutige Losung w* = w(v) mit

w(v) =370 (v, w) w. o

3.3.4 Definition. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.3.3 heissen
e die Zahlen a; = (v,w’) Vj Fourierkoeffizienten,
e der Vektor w(v) (orthogonale) Projektion von v auf W,

e der Vektor v — w(v) das Lot von v auf W. &

Beweis von Satz 3.3.3: Zu losen ist das Optimierungsproblem

min (v—g ajw v—g ajw’),
n

wobei B = {w!,...w"} das gegebene ONS in V ist. Man berechnet - unter Ausnutzung
von (w', w’) =0 (i # j) und (w’/, w’) = 1, dass

flog,...,ap) = <Q—zn:ajﬂjyﬂ—zn:0‘jwj>-
= (v,v —l—ZZaZajww —QZajvw

11]1

= (v + ZO@Q - QZOéj(y,wj>-
j=1 j=1

Da die Zielfunktion f eine in (ay,...,a,) konvexe Funktion ist, ist notwendig und hinrei-
chend fiir die Optimalitat, dass 8f = 0 fiir alle j gilt, also
of

—— =2a; —2(v,w!) =0 & ;= (v,u’) (1=1,...,n),
804]-

was zu zeigen war. 0O



3.3. Lineare Approximationsprobleme 71

3.3.5 Gram-Schmidt’sche Orthonormierung - geometrische Idee.

Seien V ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -) und dadurch induzierter Norm || - || sowie
A= {w',...,w"} CV linear unabhingig.
Konstruktion eines ONS B = {u',...,u"} nach folgender Idee:

e Man normiere zunichst den Vektor w', d.h., man bilde den Vektor

1
Ql = —1w1
]|

e Nun betrachte man den Unterraum (von V')
W' = lin {u'}

und projiziere den Vektor w? orthogonal auf W', man nenne die Projektion w(w?),

d.h.,
1
L Setze u? =

I (w? — w(w?).

|lw? — w(w?

Offenbar ist {u', u?} nach Konstruktion eine Basis des Unterraums (von V)
W? =lin {w", w’},

denn !, u? sind orthogonal und somit linear unabhingig, ausserdem Linearkombi-
nationen von w', w?. Es ist offenbar eine Orthonormalbasis.

e Nun betrachte man den Unterraum W2 und projiziere den Vektor w® orthogonal auf
W2 man nenne die Projektion w(w?), d.h.,

2
L 1
w(w’) = Z(w?'&]m]- Setze u® = m
j=1 TR

(w0’ — w(w?)).

Wieder ist offenbar B = {u',u? u®} eine Basis des Unterraums (von V)
W? =lin{w', w?, w’},

denn die Vektoren von B stehen paarweise aufeinander senkrecht, sind also linear

unabhingig, und sie sind nach Konstruktion Linearkombinationen von w?, w?, w?.

e Diese Konstruktion setzen wir fort, indem wir jeweils einen weiteren Vektor aus A
hinzunehmen, am Ende haben wir eine Orthonormalbasis von lin A erzeugt.
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3.3.6 Existenz von Orthonormalbasen. Wir haben soeben bewiesen:

In jedem endlichdimensionalen Vektorraum mit Skalarprodukt existiert eine Or-
thonormalbasis, man kann sie z.B. mit Hilfe des Orthonormierungsverfahrens von
Gram und Schmidt aus einer gegebenen Basis konstruieren.

Die Idee liesse sich auch auf eine abzdhlbar unendliche Menge A tibertragen. Dazu und
zu einer algorithmischen Darstellung der Gram-Schmidt’schen Orthonormierung vergleiche
man P. Kall, Lineare Algebra fiir Okonomen, Teubner, 1984, Satz 1.30. &

3.3.7 Beispiel. Die lineare Approximation einer stetigen Funktion f € C[—m, 7| beziiglich
des Unterraums W = lin W(n) mit

W(n) := {1,cosx,cos2z,...,cosnx,sinz,sin 2z, ..., sinnx}

wird haufig verwendet im Zusammenhang mit Schwingungen, saisonalen Schwankungen,
Konjunkturzyklen und anderen periodischen Vorgangen.

Fourierreihen und lineare Approximation: Fiir gegebenes f € C[—m, 7] und bei

Beachtung von W = lin VNV(n), wobei W(n) das Orthonormalsystem aus Ubung 3.2.5 ist,
hat das lineare Approximationsproblem (in der Ls-Norm || - ||2)

min ||f — gll.
die eindeutige Losung g = f,, mit
a n n .
fulz) = ?0 + Z ay, cos kx + Z by, sin kx
k=1 k=1
(die n-te Partialsumme einer sogenannten Fourierreihe) mit
1 ™
a = —/ f(z)coskxdr (k=0,1,...,n), (3.8)
™ —T
1 ™
b = —/ flz)sinkzdx (k=1,...,n). (3.9)
T™J_n

Das kann aus Satz 3.3.3 mit Hilfe der Formeln (3.5) und Ubung 3.2.5 abgeleitet werden,
wir verzichten hier auf die Details. Interessenten verweisen wir auf Beispiel 1.13 in P. Kall,
Lineare Algebra fir Okonomen, Teubner, 198j.

Man konnte allgemeiner auch den Vektorraum Cfa,b] statt C[—m, 7| betrachten. Fiir
t € [a, b] fithrt die Variablensubstitution

B 21
b—ua

x (t—a)—m

auf das Intervall [—m, 7], womit sich die Ergebnisse von C|—m, 7] auf C[a, b] direkt iibertragen
lassen.
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3.3.8 Orthogonales Komplement.

Sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) und W ein Unterraum von V. Dann heisst
W+ ={veV|{yw) =0 fiir alle w € W}
das orthogonale Komplement von W.

Die Menge W+ ist wieder ein Unterraum von V. Jeder Vektor v € V lisst sich mittels
orthogonaler Projektion zerlegen in

v=w)+ (v—wl) mit w)eW, v—w) e W

Umgekehrt 16st jede Zerlegung
v=w+u mit weW, ue W

das lineare Approximationsproblem (3.7), vgl. P. Kall, Lineare Algebra fiir Okonomen,
Teubner, 1984, Seite 60. &

3.3.9 Orthogonale Projektion als lineare Abbildung.

Durch
ov) =v—w(), vev,

wobei w(v) wieder die orthogonale Projektion von v € V auf den Unterraum W eines
Vektorraums V' mit Skalarprodukt (-, -) bezeichnet, ist eine lineare Abbildung von V' in V'
definiert. Begriindung: ¢ ist die Differenz der linearen Abbildung v +— v und der linearen
Abbildung w(-): Es gilt ja

n

whv' +A0°) = Y (et + A’ wd) w

j=1
= A @hw)w + X)) (@ w)w!
j=1 j=1

= w(') + Aw(v?)
nach den Rechengesetzen fiir das Skalarprodukt. Offenbar gilt
o(V)=W*+ und kerng =W,

wobei die erste Beziehung aus der letzten Bemerkung unter 3.3.8 folgt und sich die zweite
direkt aus der Definition von ¢ ergibt. <&
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3.3.10 Dimensionsformel. Ist V endlichdimensional, so gilt nach Punkt 3.3.9 und
dem Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen, vgl. Satz 2.3.17,

dim W+ = dim V — dim W.
Ein bekanntes Beispiel fiir orthogonale Komplemente im IR" sind der Losungsraum
L={xeR"| Az = o}, A € M(m,n) gegeben,

eines homogenen LGS und der Zeilenraum der Koeffizientenmatrix A dieses LGS. &



Kapitel 4

Eigenwerte

4.1 Eigenwerte und Diagonalisierung von Matrizen

Bevor wir den Begriff des Eigenwerts einer Matrix definieren, betrachten wir zunéchst
ein populares okonomisches Beispiel. Mathematisch handelt es sich um ein Beispiel einer
sogenannten Markov-Kette.

4.1.1 Beispiel (Kundenwanderung). Auf einem Markt mit n = 3 Herstellern H;
(1 =1,2,3) und z Kunden wird ein gewisses Produkt angeboten, z.B. Bier. Zu Beginn von
Periode 1 seien die Kunden gemiss (27,29, 29) mit 20 + 29 + 29 = 2 aufgeteilt, d.h., die

Marktanteile 2 der Hersteller berechnen sich zu
) =20/2 i=1,2,3.

Der Vektor x = (1, Z2,3) > 0 (mit 2y + x5 + 23 = 1) heisst Marktaufteilung, 2° ist also
die Marktaufteilung zu Beginn von Periode 1. Innerhalb der betrachteten Periode findet
eine Kundenwanderung statt, und zwar

z;; Kunden wandern von Hersteller H; zu Hersteller H;
(bzw. bleiben ihm treu, falls ¢ = j), i, 7 = 1,2, 3. Die Wanderungszahl
aij = Z’ij/zlov Z?] = 172737

gibt also den Anteil der Kunden des Herstellers H; an, die in der betrachteten Periode zum
Herstellers H; wandern (bzw. H; treu bleiben, falls i = j), es sei z.B.

0.5 0.2 0.3
0.1 04 0.5

Da es sich um Anteile handelt, ist die Zeilensumme notwendig gleich 1. Die Anfangsaufteilung

sel
0.25

2= 0.40
0.35

75
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Probleme:

1. Berechnen Sie sie Marktaufteilung 2! am Ende der Periode 1.

2. Auch in den folgenden k£ € IN Perioden sei die Kundenwanderung konstant. Berech-
nen Sie die Marktaufteilung 2* am Ende der Periode 3. Wie berechnet sich die
Marktaufteilung ¥ am Ende der Periode k?

3. Gibt es eine stationdre Marktaufteilung zu der gegebenen Wanderungsmatrix A, d.h.
ein * > omit 27 +x5+x5 = 1, so dass die Kundenwanderung innerhalb einer Periode
die Marktaufteilung z* nicht andert?

Die Losung der Probleme 1. und 2. ergibt sich, wie man sich leicht iiberlegt, mittels der
Formel
aF = (AT k=1,2,3,....

Problem 3. fiihrt auf die Frage der Existenz eines Figenvektors x* zum Figenwert A = 1
der Matrix AT (d.h., die Frage ob es ein z* mit

ATLU*Ilz*

gibt), wobei die Zusatzbedingungen z* > o und zj+xz5+z% = 1 ebenfalls erfiillt sind. Unser
Beispiel erfiillt die Voraussetzungen eines Modells, in dem die gewiinschten Eigenschaften
gelten. Wir kommen weiter unten darauf zurtick. &

4.1.2 Definition. Sei A eine quadratische Matrix der Ordnung n. Gilt fiir eine reelle Zahl
A und einen Vektor z* € IR" mit z* # o die Gleichung

Az* = Az”,

so heissen A\ (reeller) Eigenwert und z* ein Eigenvektor zum Eigenwert \. &

Offenbar ist mit jedem Eigenvektor z* zu einem Eigenwert A auch az* mit a # 0 ein
Eigenvektor zu .

Achtung! Gemass Definition ist ein Eigenvektor stets verschieden vom Nullvektor. Der
Eigenwert Null ist dagegen nicht verboten. Allerdings kann eine reguldre Matrix A nicht
den Eigenwert Null haben, da das LGS Az = o0 dann nur die triviale Losung z = o hat.

4.1.3 Beispiel. (Geometrische Interpretation) Sei

A c9s§ sin% _ 01 ‘
smg —cos% 1 0

Offenbar definiert A die Spiegelung des IR* an der Geraden {(x1, 25)|2z2 = 2} (Zeichnung!),
und es gibt nur zwei Moglichkeiten, dass das Bild eines Vektors x # o auf der von z
erzeugten Gerade liegt (das ist dann ein Eigenvektor): z! = (1,1) ist ein Eigenvektor
zum Eigenwert \; = 1, und 2? = (1,—1) ist ein Eigenvektor zum Eigenwert \; = —1

(Ubungsaufgabe!). O
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4.1.4 Bemerkung. Nicht jede n-reihige Matrix besitzt einen reellen Eigenwert. Man
betrachte die Matrix
A 1 -2
1 -1 )

Fiir jedes A € IR und jeden Vektor z = (1, x5)" € R? gilt dann
Az = (x1—2x2> und A\x = < ATy >
T1 — Ta ATy
Die Beziehung Az = Az mit z # o impliziert
(1 =Nz =229, (1+N)z2 =14
und damit x; # 0 und x5 # 0. Die Multiplikation beider Gleichungen gibt

(1 — A)w1my = 220129 mit 129 # 0,

also A2 4+ 1 =0, d.h., X kann nicht reell sein. &

4.1.5 Bemerkung. Die Schwierigkeiten des Beispiels in 4.1.4 kann man iiberwinden,
wenn die Vektoren z als Elemente des Vektorraums C™ der n-Tupel komplexer Zahlen
(wobei die Multiplikation mit Skalaren die Multiplikation mit komplexen Zahlen ist) aufge-
fasst wird und man komplexe Eigenwerte betrachtet. Da in dieser Vorlesung die komplexe
Analysis nicht vorausgesetzt werden kann, beschrénken wir uns auf die Theorie reeller
Eigenwerte.

Eine andere Verallgemeinerung ergibt sich, indem man die Begriffe Eigenwert und
Figenvektor auf Endomorphismen, also lineare Abbildungen eines Vektorraums V' in sich
selbst, bezieht: Ist ¢ : V' — V linear, so heissen \ Figenwert von ¢ und v* € V '\ {0} ein
FEigenvektor zum FEigenwert A, falls

p(u”) = A"
Im Spezialfall V' = R" mit p(z) = Az erhélt man gerade die Definition 4.1.2. &

4.1.6 Seien A € R und A € M(n,n) gegeben und
Eig (A;A) := {z | Az = Az}.
Offenbar ist stets o € Eig (A; A) und
Eig (A; \) ist ein Unterraum von R". (Ubungsaufgabe!)

Nach Definition ist A Eigenwert von A genau dann, wenn dim Eig (A4; A) > 1. Die Menge
Eig (A; \) heisst dann FEigenraum von A beziiglich des Eigenwerts A. Da - mit der
Einheitmatrix I € M(n,n) -

Eig (A;A) = {z | (A= M)z = o}
gilt, ist dim Eig (A;\) =n —rg (A — AI). &
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4.1.7 Lemma. Seien ||-|| irgendeine Norm im R", A = (a;;;i=1,...,n,j =1,...,n) eine
gegebene n-reihige Matriz und X ein Eigenwert von A. Dann gilt

Al < max{[[Az| | [lz]| = 1}. (4.1)
(Die Zahl max{||Az|| | ||z|| = 1} heisst die der Vektornorm || - || zugeordnete Matriznorm.)
Speziell gilt
Al < 113%121 jai| und |A| < 1{185;21 il (4.2)
i= j=
d.h., |\| ist kleiner als die grossten absoluten Spalten- und Zeilensummen von A. &

Beweis: Ist A ein Eigenwert und z* ein dazugehoriger Eigenvektor, so gilt
[Az"|| = [[Az"]] = [Alflz”].
Setzen wir z* = ||z*||~'z*, so folgt

Al =l1AZ"] mit ||z} =1,

was (4.1) impliziert. Dabei existiert max{||Az|| | ||z|| = 1} nach dem Satz von Weierstrass
(vel. 4.2.2). Die Aussagen in (4.2) folgen, wenn man speziell || - [| = || - [|; (Summennorm)
und || - || = [ - [le (Maximumnorm) wéhlt, siehe die folgende Ubung. 0
4.1.8 Ubung. Beweisen Sie die Aussagen in (4.2). &

4.1.9 Sei A € M(n,n). Die Zahl
P(t) = det(A —tI)

ist ein Polynom n-ten Grades und heisst charakteristisches Polynom.
In der Tat kommt in der Leibniz-Formel fiir det(A — ¢I) der Summand

(a11 — t) . (QQQ — t) L (ann — t) (43)

vor, also ldsst sich dieser Summand als Summe des Terms (—1)"t" und von Termen mit
niedrigeren Potenzen von t schreiben. Alle anderen Summanden in der Leibniz-Formel sind
ebenfalls Polynome (und zwar vom Grad p < n — 2). Damit ist P(t) ein Polynom n-ten
Grades.

Das charakteristische Polynom einer Diagonalmatrix A mit Eintrégen A; auf der Haupt-
diagonalen hat nach den Determinantengesetzen die Form

det(A — tI) =TI, (\; — t).

Als elementare Schlussfolgerung erhalten wir wegen AT —tI = (A—tI)T und det(A—tI)T =
det(A — tI) sofort, dass A und AT das gleiche charakteristische Polynom haben. &
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4.1.10 Satz. Die Zahl A € R ist genau dann Eigenwert der Matrix A € M(n,n), wenn
det(A — \I) = 0 gilt, d.h., wenn X\ eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist. <

Beweis: Ist z* ein Eigenvektor zu A, so ist z* nichttriviale Losung des LGS (A—AI)x
Also gilt rg (A—AI) < n und somit det(A—AI) = 0. Umgekehrt impliziert det(A—\I)
dass dim Eig (A; A\) > 1, d.h., A ist - wie oben bemerkt - Eigenwert von A.

0.
0,
O

Fiir Beispiel 4.1.3 und das Beispiel in Bemerkung 4.1.4 lassen sich nach dem vorhergehenden
Satz jetzt die Aussagen anhand der Nullstellen des charakteristischen Polnoms tiberpriifen.
Aus 4.1.9 erhalten wir, dass A und AT die gleichen Eigenwerte haben.

4.1.11 Satz. Das charakteristische Polynom und damit auch die Eigenwerte einer Matrix
sind gegeniiber Ahnlichkeitstransformationen invariant. &

Beweis: Seien A, B,T € M(n,n) derart, dass T regulér ist und B = T~*AT gilt. Wegen
B—tl = T'AT —+T7'T = T"Y (AT —T) = T"'(A—tI)T  (t€R)
folgt aus Satz 4.3.8 sofort det(B — tI) = det(A — tI). O

4.1.12 Definition. Eine Matrix A € M(n,n) heisst diagonalisierbar, wenn eine zu A
dhnliche Diagonalmatrix A € M (n,n) existiert. <&

Denken wir an die Repréasentation einer linearer Abbildung ¢ eines n-dimensionalen Vek-
torraums V' in sich (beziiglich einer festen Basis in V') durch eine n-reihige Matrix, dann
ist die Bedeutung der Diagonalisierbarkeit klar: Es gibt eine Koordinatentransformation
(d.h., einen Basiswechsel), die es erlaubt, ¢ in den neuen Koordinaten durch eine Di-
agonalmatrix zu reprasentieren. Die Eigenwerttheorie gibt einen konstruktiven Weg zur
Bestimmung dieser Koordinatentransformation (soweit sie existiert).

4.1.13 Lemma. A ist genau dann diagonalisierbar, wenn es (nicht notwendig verschiedene)

FEigenwerte \q, . .., A, und eine Basis des R™ aus zugehorigen Eigenvektoren xt, ..., x™ gibt,
so dass
A0 0
0 X ... O . . . _
A= L =TAT mit T =z ...2"] (spaltenweise)
0 0 An
qgilt. &
Beweis. "wenn”-Richtung: Fiir die Eigenwerte A; von A und die zugehorigen Eigenvek-

toren 27, j = 1,...,n gilt A .
Ax? = \j2?, (4.4)
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also mit 7" und A wie oben
AT = Az ... 2"] = [Mzh ... \2"] = TA. (4.5)

Wegen der linearen Unabhéngigkeit von {z!, ..., 2"} ist T regulér, und es folgt T AT = A,
also ist A diagonalisierbar.

”dann, wenn”-Richtung: Ist A diagonalisierbar, so gibt es eine reguldre (n x n)-Matrix
T und eine Diagonalmatrix A mit den Eintrégen \; auf der Hauptdiagonalen, so dass (*)

T—'AT = A. Bezeichnen wir die n Spaltenvektoren von T mit z!, ..., 2", so folgt nach
Multiplikation mit 7" auf beiden Seiten der Gleichung (*) die Formel (4.5) und damit auch
(4.4) fiir alle j, was zu zeigen war. O
4.1.14 Lemma. Gegeben seien A € M(n,n) und Eigenvektoren z', ... 2% zu paarweise
verschiedenen FEigenwerten )y, ..., A\, von A. Dann ist {z',..., 2"} linear unabhingig.
Insbesondere ist notwendig k < n. &

Beweis: durch vollstandige Induktion. Fiir & = 1 folgt die Aussage nach Definition eines
Eigenvektors (als Nicht-Nullvektor). Sei die Aussage fiir k = m —1 (m > 2) bewiesen. Wir
betrachten nun das LGS in «

arz + o’ + . apa™ = o. (4.6)
Zu zeigen ist a = 0. Multiplikationen des LGS liefern einerseits
Alz' + aa® + .. apz™) =0

und
M(anz' + awz® + . apa™) =0

andererseits. Durch Subtraktion folgt wegen Az/ = Ajzj fiir alle j sofort
()‘2 - )‘l)a2£2 + ...+ ()\m — Al)amgm = 0.

Nach Induktionsvoraussetzung sind die m — 1 Vektoren {z?,...,2™} linear unabhingig,
also folgt
()\2 - >\1)062 = O, Ce ,()\m — Al)am =0

und somit wegen \; — A\ # 0 fir j # 1 auch
as =0, ... ,a, =0. (4.7)

Da z! Eigenvektor ist, gilt ! # o, d.h., (4.6) und (4.7) liefern auch a; = 0, was zu zeigen
war. Wegen dim R" = n folgt k£ < n. O

Die letzte Aussage im vorigen Satz (d.h., & < n) ist auch nach dem Fundamentalsatz der
Algebra klar, da das charakteristische Polynom von Grad n ist.
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4.1.15 Bemerkung. Hat eine quadratische Matrix A nicht-reelle Eigenwerte, so ist
A nicht ahnlich zu einer reellen Diagonalmatrix, also im Sinne unserer Definition nicht
diagonalisierbar, vgl. Lemma 4.1.13.

Nicht diagonalisierbar kann eine n-reihige Matrix A auch sein, wenn es mehrfache
(reelle) Nullstellen des charakteristischen Polynoms gibt und es nicht n linear unabhéngige
Eigenvektoren von A gibt. Beispiel:

1 -1

1 -1 1-x -1
A:( ),d.h. det(A=AD) =" [ "

= -1+ X\ +1,

also ist A = 0 doppelter Eigenwert und jeder Eigenvektor (z1,xs) erfiillt x; — xo = 0, also
hat der Eigenraum zum einzigen Eigenwert nur die Dimension 1.

Es ist aber nicht zwingend, dass mehrfache Eigenwerte die Diagonalisierbarkeit verhin-
dern. Zum einen werden wir im nichsten Abschnitt sehen, dass symmetrische
Matrizen stets diagonalisierbar sind. Zum anderen gibt es auch nichtsymmetrische
Matrizen mit mehrfachen Eigenwerten und ausreichender Dimension der Eigenraume, man
lose die folgende Ubung. &

4.1.16 ﬂbung. Man berechne fiir die Matrix

0 -1 1
A= -3 -2 3
-2 =2 3

die Eigenwerte und bestimme eine Basis des R?, bestehend aus Eigenvektoren des R?. <&

Als Zusammenfassung bisheriger Erkenntnisse erhalten wir das folgende notwendige bzw.
hinreichende Kriterium fiir die Diagonalisierbarkeit.

Die erste Aussage (notwendige Bedingung) folgt aus Satz 4.1.11 sowie Lemma 4.1.13
und der Formel fiir charakteristische Polynome von Diagonalmatrizen.

Die zweite Aussage (hinreichende Bedingung) folgt aus Lemma 4.1.14 und Satz 4.1.11,
wenn wir beachten, dass n linear unabhéngige Vektoren im IR" eine Basis des IR™ bilden.

4.1.17 Satz. Sei A € M(n,n). Dann gilt:

(i) Ist A diagonalisierbar, so ist det(A —tI) = II7_,(\; — t), d.h., das charakteristische
Polynom zerfillt in (reelle) Linearfaktoren.

(ii) Ist det(A — tI) = II}_,(\; — t) mit paarweise verschiedenen Ay, ..., \,, so ist A
diagonalisierbar.

Dabei sind jeweils Ay, ..., A, die Eigenwerte von A (in (i) nicht notwendig paarweise ver-
schieden). O
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Der vorhergehende Satz kann noch allgemeiner gefasst werden: A ist diagonalisierbar genau
dann, wenn das charakteristische Polynom P(t¢) in (reelle) Linearfaktoren zerfillt und
zu jedem Eigenwert A die Dimension des Eigenraums Eig (A; A) gleich der algebraischen
Vielfachheit der Nullstelle A von P(t) ist. Dann féllt der R" mit der direkten Summe
der Eigenrdume FEig (\;; A) zu den (k < n) paarweise verschiedenen Eigenwerten von A
zusammen. Fir Details vgl. G.Fischer, Lineare Algebra, Vieweg, 2002, Theorem 4.3.3.

4.1.18 Bemerkung. Fiir eine diagonalisierbare Matrix A € M (n,n) folgt aus Satz 4.1.17

sofort
det A=A -...- )\, (4.8)

setze t = 0 in (i) von Satz 4.1.17.

Vergleicht man den Koeffizienten zu t"~! in dieser Formel (i) mit den Koeffizienten zu
t"~! im ersten Summanden der Leibniz-Formel von det(A —¢I) (nur dort kommt "~ vor),
vgl. Formel (4.3), so folgt

AMA+X+ ...+ N, =spurd:=aj; +as+ ...+ app. (4.9)

Die Zahl spur A heisst Spur von A.
Die Formeln (4.8) und (4.9) kénnen als Probe fiir die richtige Berechnung der Eigenwerte
dienen. o

4.1.19 Anwendung der Diagonalisierbarkeit: Potenzen von A. In unserem Bei-
spiel 4.1.1 zur Kundenwanderung waren Potenzen einer Matrix zu berechnen. Besonders
einfach lisst sich A* berechnen, wenn A diagonalisierbar ist (das ist in Beispiel 4.1.1 der
Fall), d.h., wenn

A =T 'AT mit der Diagonalmatrix A der Eigenwerte Ay, ..., An.

Dann gilt
A% = AA = (TAT ) (TAT ) = TAAT ' = TA*T 1,

und so weiter bis

AF = TAFT,

Die Eigenwerte von A* sind (\;)* Vj, die Eigenrdume sind die gleichen wie die von A. <
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4.2 Eigenwerte symmetrischer Matrizen

In diesem Abschnitt setzen wir durchweg voraus, dass A eine n-reihige symmetrische Matrix
ist, also AT = A ist.

4.2.1 Satz. Sei A eine symmetrische n-reihige Matrix. Sind A\ und p zwei voneinander
verschiedene Eigenwerte von A mit den zugehdrigen Eigenvektoren x und y, so sind z und
y orthogonal. &

Zum Beweis sei nur angemerkt, dass QTAQ = gTAg wegen der Symmetrie von A gilt und
deshalb mit ng = ng die Beziehungen

0=y Az —z"Ay =y (M) — 2" (my) = (A — pz'y
folgen, was wegen A # p auf z L y fiihrt.

4.2.2 Satz. Ist A = (a;;) eine symmetrische n-reihige Matrix, so existiert mindestens ein
reeller Figenwert. &

Beweis: Wir verwenden zwei zentrale Sétze aus der Analysis: den Satz von Weier-
strass liber die Existenz von Extremalstellen fiir stetige Funktionen iiber beschrankten,
abgeschlossenen Teilmengen des R™ (wird in der Vorlesung Analysis fiir Okonomen im
Sommersemester bewiesen) und den Satz von Lagrange (Lagrangemethode - ist aus der
Vorlesung Mathematik I bekannt).

Die Funktion L
flxy, ... x,) = Z Z ;T2

i=1 j=1
ist offenbar stetig. Die Menge

K:={zecR"2'z=1}

ist beschrénkt (denn in der euklidischen Norm gilt ||z||» = 1 fiir alle z € K') und abgeschlossen
(das heisst nach Definition, dass fiir jede Folge {z*} C K mit 2% — 2° auch 2° in K liegt).
Nach dem Satz von Weierstrass existiert dann ein x* € K mit Komponenten x7, so dass

*

]7
flay, ... x) > f(xe,...,x,) Va= (:1:1,...,$n)T e K,

d.h., z* ist globaler Maximalpunkt von f beziiglich K.
Da fiir

n

g(x1,...,Tp) = Z(mZ)Q

i=1

die partiellen Ableitungen von g in z sich als
dg
c%vi

(X1, ..., xp) = 214 )
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berechnen, gilt wegen x* € K

Jg
oz,

(x,...,25) #0 fiir mindestens ein v € {1,...,n}.

rn

Somit kann der Satz von Lagrange angewendet werden, und es existiert ein A € IR, so dass
fir alle 7 unter Ausnutzung der Symmetrie von A (d.h., a;; = a;;)

0= gi@;,...,x;) — )\g—i( L) = Q;Qijmj — 2z
gilt. In Vektorschreibweise mit z* = (z},...,2})" bedeutet das
Ax® = M\,
was zu zeigen war. O

Wir zeigen nun zunachst fiir n = 2 den Satz tiber die Diagonalisierbarkeit symmetrischer
Matrizen: Das charakteristische Polynom einer n-reihigen symmetrischen Matrix A hat,
mit ihrer Vielfachheit gezdhlt, genau n reelle Nullstellen (das sind die Nullstellen von A),
und es gibt zu diesen Eigenwerten ein Orthonormalsystem von n zugehorigen Eigenvek-
toren (die dann also eine Orthonormalbasis des IR" bilden). Geméss Lemma 4.1.13 ist
A folglich diagonalisierbar, d.h., dhnlich zur Diagonalmatrix aus den Eigenwerten. Die
Ahnlichkeitstransformation erfolgt dann mit einer Orthogonalmatrix T (d.h., T7T = I).

4.2.3 Satz. Jede 2-reihige symmetrische Matrix hat, mit ihrer Vielfachheit gezahlt, zwei
(reelle) Eigenwerte, und es gibt ein Orthonormalsystem von zwei zugehdrigen Eigenvek-
toren. &

Der Beweis wird in der Vorlesung gegeben, vgl. auch P. Kall, Lineare Algebra fir 0k0n0men,
Teubner, 1984, Satz 3.23.

4.2.4 ﬂbung. Man illustriere Satz 4.2.3 durch Beispiel 4.1.3 (Spiegelung an der Geraden
{z|x1 = z2}). &

4.2.5 Ubung. Man illustriere Satz 4.2.3 fiir die durch
f(z1,29) = 523 + 8179 + 523

gegebene quadratische Form in Beispiel 2.4.1. Offenbar gilt mit 27 = (21, 2,) die Beziehung

. 54
flay,z0) =z"Az  mit A= (4 5)-
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.. 3 V2
4.2.6 Ubung. Berechnen Sie ein ONS von Eigenvektoren der Matrix A = (\/5\/;> &

Die Beweise der folgenden beiden Sétze werden in der Vorlesung gegeben, vgl. auch P.
Kall, Lineare Algebra fir Okonomen, Teubner, 198/, Satz 3.24 und Korollar 3.25.

4.2.7 Satz. Jede n-reihige symmetrische Matrix hat, mit ihrer Vielfachheit gezahlt, genau
n (reelle) Eigenwerte, und es gibt ein Orthonormalsystem von n zugehérigen Eigenvektoren.
&

4.2.8 Satz. (Hauptachsentransformation) Ist A eine n-reihige symmetrische Matrix mit
den Eigenwerten Ai, ..., A\, (nicht notwendig verschieden), dann gibt es eine orthogonale
Matrix T € M(n,n) (d.h., TTT = I) derart, dass

M0 .0
A=TTAT = e 0
00 ... A
Dabei bilden die Spalten von T" ein ONS von Eigenvektoren zu Ay, ..., A\,. &

4.2.9 Anwendung: Klassifizierung quadratischer Formen. Die Hauptachsentrans-
formation ist ein wichtiges Hilfsmittel zur geometrischen Interpretation quadratischer Glei-
chungen

2T Az +c'x 4+ =0, (4.10)

wobei die n-reihige Matrix A sowie ¢ € R" und v € IR gegeben seien. Ist A die Nullmatrix,
reduziert sich (4.10) auf eine lineare Gleichung. Ist A nicht die Nullmatrix, kann man ohne
Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass A symmetrisch ist, denn man kann die
quadratische Form in (4.10) offenbar umschreiben in

oT Az =2T(3A+ 1Az

Dann ist aber die neue Matrix B = %A + %AT symmetrisch.
Sei also nun
A symmetrisch.

Verwenden wir die Matrix 7' der Hauptachsentransformation (d.h. A = TTAT') als Matrix
einer Koordinatentransformation

g:T_lg:TTL bzw. z =Ty
und setzen das in (4.10) ein, so folgt

y' Ay +c'Ty+~=0.
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Ausgeschrieben ergibt das mit (a, ..., q,) = ¢'T die Gleichung
=1 i=1

Man nennt das auch die Normalform der quadratischen Gleichung (4.10).

Fiir n = 2 und A; > 0 und Ay > 0 ergibt sich als Losungsmenge (soweit sie nichtleer
ist) eine Ellipse, fiir A;A2 < 0 ein Paar von Geraden oder ein Paar von Hyperbeln. Die
vollstandige Charakterisierung im Falle n = 2 finden Sie in P. Kall, Lineare Algebra fir
Okonomen, Teubner, 1984, S. 147-150. &

4.2.10 ﬂ‘bung. Man berechne die Normalform der quadratischen Gleichung
522 4 8129 + b3 = 0

aus Beispiel 4.2.5.
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4.3 Anhang: Repetition zu Determinanten

4.3.1 Aus der Mathematik II wissen wir, dass die Determinante einer (2 x 2)-Matrix der
vorzeichenbehaftete Flacheninhalt desjenigen Parallelogramms ist, das durch die Zeilen-
vektoren der Matrix aufgespannt wird.

Wir rechnen das zur Erinnerung noch einmal vor. Sei

A = < 311 212 ) mit den Zeilenvektoren A;, = (au,au), Ay, = (aﬂ’am).
21 a22

Ferner sei a der Winkel zwischen A;, und A,,. Dann gilt nach dem Sinussatz fiir den
Fléacheninhalt F'(A) des durch A;, und A,, aufgespannten Parallelogramms

[F(A)? = || A1 |]*]| Al ||? sin® o,
wobel

| - || die euklidische Norm in IR? bezeichnet.

Daraus folgt — mit dem euklidischen Skalarprodukt (fiir Zeilenvektoren) Ay AT —, dass

[F(A)]? = | A1, P A2, 71 — cos® @) = [J A1 [IP[|A2. ||> = (A1, As.T)?
= (af; + afy)(a3; + a3y) — (a11a21 + a12a22)°

= (anazz - a12a21)2,

die letzte Gleichung folgt dabei leicht durch Ausmultiplizieren. Die Zahl

11 A12
Q21 A22

det A =

= A11Q22 — Q120921 (412)

heisst dann Determinante von A. Offenbar gelten die folgenden Eigenschaften:

/ / / /
(1) a1 + ayp aig + a1o _ ajlr Q12 + a;; Ao )\CLH )\CL12 —\ a1 Qi
) )
21 a22 a21 A2 a21 A2 21 @22 Q21 A22
a1 12 | an a2 + a11 Q12 a1 Q12 | A a1 Q12
/ / - / / - .
ao1 + Ay1 Q22 + Aoo 21 G929 Ag1 Aoy )\CLQl )\CLQQ ag1 Q92

. a1; a2
11
( ) a1 a2

= 0 (2 gleiche Zeilen).

= 1 (Determinante der Einheitsmatrix).

(i) | 5

oV



88 4. Figenwerte

Die Eigenschaften (i)-(iii) werden - anders als in der Mathematik II - direkt
zur Definition der Determinante einer (n x n)-Matrix benutzt.

Wie bisher bezeichnen wir mit A;, die i-te Zeile einer Matrix A € M(n,n) und mit [
die Einheitsmatrix in M (n,n).

4.3.2 Definition. Sei M(n,n) die Menge der n-reihigen quadratischen Matrizen. Eine
Abbildung det : M(n,n) — R, d.h.,

A€ M(n,n) — det A € R,
heisst Determinante, wenn die folgenden Eigenschaften D1, D2 und D3 erfiillt sind.

D1. Die Abbildung A +— det A ist linear in jeder Zeile, d.h., fir jeden Zeilenindex
ie{l,...,n}gilt: Ist A;, = A, +AY, bzw. A;. = AA;,, X € R, unter Beibehaltung
der Zeilen A, fir k # i, so ist

Aq, Ay, A,
a) det | A, —|— A, = det A; + det A:;’. ,
A, A A
A, Ar,
b) det )\Ag = Adet A:Q,
A A

D2. Die Abbildung A — det A ist alternierend, d.h., hat A zwei gleiche Zeilen, so ist
det A =0.

D3. Die Abbildung A +— det A ist normaert, d.h., det [ = 1.

Die Abbildung A — det A ist damit eine sogenannte normierte alternierende Multilinear-

form. Zu gegebenem A € M(n,n) heisst die Zahl det A Determinante von A. &
Eine andere Schreibweise fiir die Determinante einer Matrix A = (a;;; ¢,7 = 1,...,n) ist
aip -+ Qin aix ccr Qip
= det
Ap1 -+ QApp Qp1 -+ Qnp

Die senkrechten Striche deuten nicht auf einen Absolutbetrag hin, det A kann negativ sein,
z.B. det A = —1 fiir Amit a1 = —1, ages = ... = app, = 1 und a;; = 0 fiir alle 7, j mit @ # j
gemass D3 und D1.
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4.3.3 Fiir (2x2)-Matrizen haben wir oben die Existenz einer solchen Abbildung bewiesen,
fiir (n x n)-Matrizen verzichten wir auf den Beweis.

Wir leiten nun interessante weitere Eigenschaften aus den Axiomen D1-D3 ab, wobei
der Riickgriff auf bekannte elementare Zeilenoperationen von Nutzen sein wird.

4.3.4 Zur Erinnerung: Bei einer quadratischen Matrix A der Ordnung n kann man
durch endlich viele elementare Zeilenoperationen der Form

Typ |. Vertauschen zweier Zeilen (unter Beibehaltung der tibrigen Zeilen),

Typ Il. Addition des A-fachen der k-ten Zeile zur i-ten Zeile
(unter Beibehaltung der k-ten wie der {ibrigen Zeilen),

entweder feststellen, dass rg A < n ist oder eine regulare obere Dreiecksmatrix

apy e Qg
A = IR (4.13)
nn
erzeugen (d.h., agx # 0 fiir 1 < k < n und somit rg A = rgg = n), der Leser moge sich
die Begriindung dafiir noch einmal genau tiberlegen. Falls A regular ist, kann man dann
offenbar in einem zweiten Iterationszyklus nur mit Iterationen vom Typ II die Diagonal-
matrix
an
D = (4.14)
Qnn
erzeugen, wobei sich ag, # 0 fiir 1 < k& < n nicht mehr dndern.

Man benotigt also nicht die elementare Zeilenoperation vom Typ ”Multipliziere die -te
Zeile mit A # 0” und auch keine Spaltenvertauschungen! &

4.3.5 Satz (Weitere Eigenschaften von Determinanten).

Eine Determinante det : M (n,n) — R hat die folgenden weiteren Eigenschaften:
D4. Fiir jedes A € R ist det(AA) = A" det A.
D5. Enthalt A eine Nullzeile, so gilt det A = 0.

D6. Entsteht A” aus A durch genau eine Zeilenvertauschung (d.h., eine elementare Zeilen-
operation vom Typ I), dann ist

det A = —det A.
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D7. Entsteht A’ aus A durch die Addition eines Vielfachen der k-ten Zeile zur i-ten Zeile
(d.h., eine elementare Zeilenoperation vom Typ II), dann ist

det A’ = det A.

D8. Esgilt detA=0 & rgA<n.

D9. Ist A eine obere bzw. untere Dreiecksmatrix

@11 - Qip 11
A = U bzw. A =
Ann An1 -+ Qpp
soist detA =aj;-asm ...  app-

D10. Fiir alle A, B € M(n,n) gilt
det(AB) = det A-det B.

DI11. Ist A € M(n,n) regulér, so gilt

1
det A7! = :
¢ det A
D12. Fiir alle A € M(n,n) gilt
det AT = det A.
D13. Ist A € M(n,n) gegeben durch
B R
A=(oc)

wobei B und C' quadratische Matrizen der Ordnungen m < n bzw. n — m sowie O
die Nullmatrix in M(n —m,m) und R irgendeine Matrix in M (m,n —m) ist, so gilt

det A = det B - det C.
&

4.3.6 Ubung. D14. Man zeige, dass fir n > 2 und A,B € M(n,n) die Bezichung
det(A + B) = det A + det B im allgemeinen nicht gilt. &

4.3.7 Spaltenoperationen bei Determinanten. Aussage D12 des vorigen Satzes hat
eine bedeutsame Konsequenz:

Die Eigenschaften D1-D14 sind auch giiltig, wenn die Determinante als normierte al-
ternierende Multilinearform beziiglich der Spalten von n-reihigen Matrizen definiert ist.
Mit anderen Worten: Man kann statt der Zeilenoperationen auch die entsprechenden Spal-
tenoperationen betrachten, und es bleiben die bewiesenen Eigenschaften erhalten.

Wir sprechen bei den Elementarumformungen in diesem Falle sinngemass von ele-
mentaren Spaltenoperationen vom Typ I bzw. Typ I1. O
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4.3.8 Satz. Die Determinante ist gegentiber Ahnlichkeitstransformationen invariant, d.h.,
sind A, B € M(n,n) dhnlich, so gilt det A = det B. &

Zum Beweis sei nur bemerkt, dass nach Definition A und B ahnlich sind, falls es eine
regulire n-reihige Matrix 7" gibt, so dass B = T 'AT gilt. Aus D10 und D11 folgt aber

det T'AT = detT 'det AdetT
— detT 'detT det A
= det A,

was die Aussage beweist.

4.3.9 Laplace-Entwicklung mittels Kofaktoren. Der einfacheren Darstellung wegen
entwickeln wir die Determinante nach der j-ten Spalte. Wegen Eigenschaft D12 fiir Deter-
minanten ist das gleichberechtigt zur Entwicklung nach der i-ten Zeile. Dabei ist j bzw. ¢
beliebig.

Sei mit A = (a;;) wie stets in diesem Kapitel eine n-reihige Matrix bezeichnet. Dann
gilt fiir die j-te Spalte von A die folgende Darstellung mit Hilfe von Einheitsvektoren e’
(als Spalte aufgefasst):

n

i

A= E ai;e .
i=1

Eigenschaft D1 liefert dann

det A = ajjdet(A.1,...,e" ..., A.)
+a2j det(A,l,. .. ,§2, R ,A,n)
—|—...+anjd€t(A.1,...,6”,...,14.”)

n

= Z Q45 det Zij?
i=1
d.h., im ¢-ten Summanden schreiben wir

AVZJ = (A.l,...,Qi,...,A.n).

Wir betrachten nun det ,Zfij fiir ein festes Paar (i, 7). Die erste der folgenden Umformungen
ergibt sich nach n — 1 elementaren Spaltenoperationen vom Typ II, die zweite nach 7 — 1
Spaltenvertauschungen und ¢ — 1 Zeilenvertauschungen, bei der dritten Umformung wird
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D13 angewendet:

a1 e Q151 0 A15+1 N Q1n
B ai—11 - Gi—i—1 0 ai_1j41 .. Giiig
det Aij = Qi1 e G151 1 Q541 c Qin
ip11 - Gipi—1 0 Qipij41 o0 Qigin
QAp1 e Anj—1 0 Anj4+1 ce QApn
aiq .. A15—1 0 A15+1 . A1p
aGi—11 - Gi—i—1 0 @i_1jp1 .. Giiig
(1. Umformung) = 0o ... 0 1 0 . 0
Ai411 -0 Aig15-1 0 Qjr1j41 -+ Qitin
QAn1 . Qpj—1 0 Apj41 . Anpn
1 0 . 0 0 e 0
0 aiy c. a15-1 A1541 c. Q1n
— i+J
(2. Umformung) = (—1) J 0 @i—11 .. Qj—15-1 Ai—1j41 ... Ai—1n
0 @ip11 ... Gig1j-1 Gig1j41 - Qigin
0 anl PN Qpj—1 Apj41 PN Anpn
(3. Umformung) = (—1)l+] -1 - det Aij,

wobei A;; die Matrix ist, die aus A nach Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.
Wie oben erwahnt, wurde im letzten Schritt Eigenschaft D13 angewendet, und zwar auf
die Blockmatrizen B = (1), C' = A,;, O Nullspalte und R Nullzeile jeweils in R" . &

4.3.10 Definition. Sei A = (a;;) € M(n,n) gegeben und sei A;; die Matrix die aus A
durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte von A entsteht, dann heisst die Zahl

(—1)i+j - det Aij
Kofaktor des Elements Qgj- &

In 4.3.9 haben wir den folgenden Satz bewiesen, den wir schon aus der Mathematik II (ohne
Beweis) kannten, dort als Definition einer Determinante und praktische Rechenvorschrift
verwendet haben:
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4.3.11 Satz. (Laplace-Entwicklung) Fiir A = (a;;) € M(n,n) gilt fiir beliebiges, aber
festes j € {1,...,n}

det A = Z(—l)”j - a;; - det A;; (Entwicklung nach Spalte j)
i=1
und fiir beliebiges, aber festes i € {1,...,n}
det A = Z(—l)iﬂ - a;; - det Ay (Entwicklung nach Zeile i).
j=1

&

Aus dem Satz iiber die Laplace-Entwicklung folgen nun zwei Thnen bereits wohlbekannte
Satze, namlich die Cramersche Regel zum Losen eines inhomogenen LGS mit regularer
Koeffizientenmatrix A und die daraus folgende Berechnungsvorschrift fiir A1,

4.3.12 Satz. (Cramersche Regel)
Ist A = (a;;) € M(n,n) regulir und ein Spaltenvektor b € R" gegeben, so ist 2° € R" mit

1 .
I? - det A ‘ det(A'h ce 7A0j—1a va'j-H? ce ’A-n)7 J=1...n,
die eindeutige Losung des inhomogenen LGS Ax = b. &

4.3.13 Satz. (Berechnung der Inversen mit Hilfe von Kofaktoren)
Ist A = (a;;) € M(n,n) regulir, so ist A~' = (¢;;) mit Hilfe der Kofaktoren von A geméss

1
Cii = )
7 det A

(—1)i+j - det Aji
darstellbar. Man beachte, dass c;; durch den Kofaktor zum Element aj; definiert ist. <

Beweis der Satze 4.3.12 und 4.3.13. Einsetzen von b = Ax? in die j-te Spalte ergibt

det(Ay1,... b, Av) = det(Auy,.. Y afAu,. ., Al
k=1

= ) aldet(A.y,... A, Aly)
k=1
= x? det A,

da
det(As1,. ., Augy.. ., Ay) = det A, falls k = j und = 0 sonst.
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Um die j-te Spalte 2° := C,; = (c1, ..., ¢nj) T von C = A~ zu berechnen, ist die eindeutige
Losung 2° des inhomogenen LGS

Ax =¢’, € j-te Einheitsspalte,
zu bestimmen, also folgt nach Cramerscher Regel fiir die i-te Komponente z¥ = ¢;;
det A - Cij = det(A,l, e ,A.i_l,gj, A,H_l, Ce ,A,n) = detzz; = (—1)i+j det Aji

d.h., e ersetzt i-te (!1) Spalte von A) - mit A gemass Herleitung in 4.3.9. O
j



Kapitel 5

Spezielle Themen und Anwendungen

5.1 Definitheit von Matrizen

5.1.1 Repetition 1. Hat f : R*> — R stetige zweite partielle Ableitungen nach z; und
x5 und ist 20 ein stationdrer Punkt von f, d.h., der Gradient V f(z°) := (f,, (2°), fo, (z°))7
erfullt

Vf(z’) = o,

dann gelten mit der Hesse-Matrix H(2°) = (fy,0,(2"); 1 < 4,5 < 2) (sie ist symmetrisch!)
die folgenden Aussagen:

1. Falls det H(2%) > 0 und f,,4,(z°) > 0, so hat f in 2° ein relatives Minimum.
2. Falls det H(z°) > 0 und f,,,,(2") < 0, so hat f in z° ein relatives Maximum.

3. Falls det H(z°) < 0, so besitzt f in 2° kein relatives Extremum (und wir sprechen
bei z° von einem Sattelpunkt).

Beim Beweis der Aussagen 1 und 2 in der Vorlesung Mathematik I hatten wir davon
Gebrauch gemacht, dass folgende Aquivalenzen gelten

(det H(z%) > 0 und f,,,,(2°) >0) < Yo

z v' H(z")v > 0 Vv # o, (5.1)
(det H(z") > 0 und fu,.,(2°) <0) & oTH(z%)v <0 Vv #o. '

IS IO

&

5.1.2 Verallgemeinerung. Hat f : R" — R stetige zweite partielle Ableitungen nach

allen n Variablen, so bezeichnen wir fiir 2° = (29,...,2%)T den Gradienten von f in z° mit

rn

V') = (far (), o, fon (@)T

und die Hesse-Matrix (sie ist wieder symmetrisch!) von f in 2° mit
H(2") = (fon,(2°); 1 <4, <n).

95
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Die Aussagen 1, 2 aus Abschnitt 5.1.1 gelten dann in der dquivalenten Form (5.1), Aussage
3 aus Abschnitt 5.1.1 gilt in einer modifizierten Form.

Satz. Sei wieder z° stationdrer Punkt von f, d.h., V f(z°) = o.
1’ Falls v"H(2%)v > 0 Vv # o, so hat f in 2° ein relatives Minimum.
2" Falls v" H(2%)v < 0 Vo # 0, so hat f in 2° ein relatives Maximum.

3" Falls sowohl u" H(z%)u > 0 fiir mindestens ein u # o als auch v"H(2%)v < 0 fiir
mindestens ein v # o gilt, so besitzt f in 2° kein relatives Extremum (d.h., 2° ist ein
Sattelpunkt).

Dieser Satz wird in der Vorlesung Mathematik III - Analysis fir Okonomen bewiesen. <

5.1.3 Repetition 2. Aus der Mathematik I ist auch ein Kriterium fiir die Uberpriifung
der Konvexitiat/Konkavitit einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion f : R? - R
mittels der Hesse-Matrizen H(x) = (fz,2,(z); 1 <4,j < 2) bekannt:

4. f ist konvex genau dann, wenn fiir alle x gilt

v H(z)v >0 Vo.

5. f ist konkav genau dann, wenn fiir alle x gilt

v H(z)v <0 V.

Die Verallgemeinerung auf Funktionen in n Variablen wird in Kapitel 5.2 behandelt. <

Man spricht bei den Kriterien in den Aussagen 1 und 2 (bzw. 1’ und 2’) von positiver bzw.
negativer Definitheit, bei Aussage 3 (bzw. 3’) von Indefinitheit der symmetrischen Matrix
H(2°) bzw. der betreffenden quadratischen Form v — v H(2%)v. In den Kriterien 4. und
5. heissen die Matrizen H (z) positiv bzw. negativ semi-definit.

Diese Begriffe werden wir nun in der Sprache der linearen Algebra fiir beliebige sym-
metrische n-reihige Matrizen formulieren.

5.1.4 Definition. Eine n-reihige symmetrische Matrix A heisst
positiv definit, wenn v Av > 0 fiir alle v € R"™ \ {o} gilt;
positiv semidefinit, wenn v' Av > 0 fiir alle v € R" gilt;
negativ definit, wenn v' Av < 0 fiir alle v € R"™ \ {0} gilt;
negativ semidefinit, wenn v' Av < 0 fiir alle v € R" gilt;
indefinit, wenn keine dieser vier Eigenschaften gilt. &
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Offenbar ist A negativ definit genau dann, wenn —A positiv definit ist. Analog ist A
negativ semidefinit genau dann, wenn —A positiv semidefinit ist. Der folgende Satz wird
in der Vorlesung bewiesen, vgl. auch P. Kall, Lineare Algebra fiir Okonomen, Teubner,
1984, Satz 3.26.

5.1.5 Satz. Seien A eine n-reihige symmetrische Matrix und B eine n-reihige regulire
Matrix. Dann gilt:
(i) A ist positiv definit genau dann, wenn BT AB positiv definit ist.
(ii) A ist positiv semidefinit genau dann, wenn BT AB positiv semidefinit ist.
&

Wenn man als regulare Matrix B speziell die Transformationsmatrix 7" der Hauptachsen-
transformation von A wahlt, so libertragen sich die Definitheitseigenschaften eineindeutig
auf die Diagonalmatrix A aus den n Eigenwerten \; der symmetrischen Matrix A: Mit

TATT = A und Y= (Y1, ) =Tz
gilt
0<z'Az= (& "T)MT z) =y Ay =D _ Ny},

J=1

analog mit 0 < ... oder 0 > ... oder 0 > .... Also gilt wegen der Regularitat der Matrix T’
T - 2 _
2TAz >0V #0 & > Nyi>0 Vy= (-0 # 0,
j=1

a_nalog mit 0 < ... oder 0 > ... oder 0 > .... Setzt man in der rechten Seite der letzten
Aquivalenz y sukzessive gleich den Einheitsvektoren im IR", folgt sofort

2T Az >0V #0 < A >0 Vye{l,...,n},

analog mit 0 < ... oder 0 > ... oder 0 > .... Daraus folgen Charakterisierungen der
verschiedenen Definitheitstypen symmetrischer Matrizen mit Hilfe der Eigenwerte:

5.1.6 Satz. FEine n-reihige symmetrische Matrix mit den Eigenwerten A\, ..., A, ist
positiv definit genau dann, wenn  \; >0 Vje {1,...,n};
positiv semidefinit ~ genau dann, wenn  \; >0 Vj e {1,...,n};
negativ definit genau dann, wenn \; <0 Vje{l,... ,n};
negativ semidefinit ~ genau dann, wenn \; <0 Vj € {1,...,n}. O

5.1.7 Bemerkungen.

1. Da bei der Hauptachsentransformation die Determinante einer symmetrischen Ma-
trix A invariant ist, folgt nach Satz 5.1.6 speziell, dass positiv definite und negativ definite
Matrizen regular sind.
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2. Ferner folgt, dass eine positiv semidefinite (bzw. negativ semidefinite) symmetrische
Matrix genau dann positiv definit (negativ definit) ist, wenn sie regulér ist.

3. Eine symmetrische Matrix A ist genau dann indefinit, wenn sie zwei von Null ver-
schiedene Eigenwerte mit unterschiedlichen Vorzeichen besitzt. &

5.1.8 Fiir symmetrische Matrizen kleinerer Dimension ist manchmal ein Kriterium fiir die
positive bzw. negative Definitheit mit Hilfe der Vorzeichen sogenannter Hauptabschnittsde-
terminanten niitzlich. Entsteht A aus einer n-reihigen symmetrischen Matrix A = (a,;)
durch Streichen sowohl der letzten k Zeilen als auch der letzten k Spalten von A, dann
heisst

det A® eine Hauptabschnittsdeterminante von A.

Alle Teilmatrizen A sind wieder symmetrisch. Insbesondere gilt also det A = det A% und
a;y = det A=Y, Zum Beispiel sind fiir eine (3 x 3)-Matrix A = (a;;) die Zahlen

ailz aiz Aas
(21 Q22 (23
a31 azz2 33

11 Qa2
ai,

Q21 Q22

die Hauptabschnittsdeterminanten von A. So sind auch in der Repetition 5.1.1 die hin-
reichenden Optimalitatskriterien in der Sprache von Hauptabschnittsdeterminanten for-
muliert. O

5.1.9 Satz. Sei A eine n-reihige symmetrische Matrix. Dann ist

A positiv definit genau dann, wenn
alle Hauptabschnittsdeterminanten von A positiv sind;

A negativ definit genau dann, wenn
die Hauptabschnittsdeterminanten det A*¥! von A positiv im Falle gerader
Ordnung von A" aber negativ im Falle ungerader Ordnung von A" sind. &

Zum Beispiel ist eine symmetrische (3 x 3)-Matrix A = (a;;) negativ definit, falls

ailz a2 ais

ajp a2
>0, a91 QA9 (93 <0

1 < O’ 21 Q22

ag1p asz g3

gilt. Eine symmetrische (2 x 2)-Matrix A = (a;;) ist negativ definit, falls

ailz Az
21 Qa22

an <0, >0

gilt, vgl. Bedingung 2 in Repetition 5.1.1.
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Beweis von Satz 5.1.9 (optional). Wenn A positiv definit ist, gilt

2" Az >0 firalle z = (z1,...,7,)" #o. (5.2)
Wiihlen wir zur Matrix Al solche Vektoren z = (x1,...,7,)" aus, dass
zZ= (xl,...,azn,k)-'—;égundxi:0fﬁri:n—k+1,...,n

erfiillt ist, dann muss wegen (5.2)
2TAMy = 2T Az >0

fir diese Vektoren gelten, also ist auch A positiv definit. Damit gilt fiir jedes k €
{0,1,...,n — 1}: Die Eigenwerte von A (und der jeweils mittels Hauptachsentransfor-
mation zugeordneten dhnlichen (!) Diagonalmatrix) sind positiv, also det A¥ > 0, was zu
zeigen war. Analog schliesst man fiir eine negativ definite Matrix, dass alle Matrizen A
negativ definit sind. Folglich sind die Eigenwerte von A (und der jeweils mittels Haupt-
achsentransformation zugeordneten Diagonalmatrix) negativ, was auf die alternierenden
Vorzeichen fiir det A¥ — je nach Ordnung von A* — in der Behauptung fiihrt.

Die Riickrichtung beweisen wir mit Hilfe vollstdndiger Induktion. Fiir eine (1 x 1)-
Matrix sind die beiden Aussagen trivial. Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir nun
an, dass unter den Vorzeichenbedingungen fiir die Hauptabschnittsdeterminanten jeder
((n —1) x (n — 1))-Matrix ihre positive (bzw. negative) Definitheit gilt.

Sei nun A eine (n X n)-Matrix mit den vorausgesetzten Vorzeichenbedingungen fiir alle
Hauptabschnittsdeterminanten von A. Dann ist nach Induktionsvoraussetzung die Matrix
Al (letzte Zeile und Spalte von A gestrichen) positiv bzw. negativ definit, und es existiert
eine orthogonale Matrix T der Ordnung n — 1 und n — 1 (s@mtlich positive oder samtlich
negative) reelle Eigenwerte A, ... ; \,_; — zusammengefasst in einer Diagonalmatrix A —,
so dass

TTANT = A.

Wir definieren mit dem (n—1)-dimensionalen Nullvektor o die regulére (sogar orthogonale)

Matrix
T o
s (50,

Bilden wir STAS so entstehen ein Vektor b € IR" ™! und eine Zahl /3, so dass

Ab

Nach Satz 5.1.5 ist A positiv (negativ) definit genau dann, wenn STAS positiv (negativ)
definit ist. Da alle Hauptdiagonalelemente Aq, ... , A\,_1 von A verschieden von Null sind,
existieren endlich viele elementare Zeilenoperationen vom Typ ”Addition eines Vielfachen
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der i-ten Zeile zur letzten Zeile” (bekanntlich mit zugeordneten reguldren Transformations-
matrizen, deren Produktmatrix wir mit M T bezeichnen wollen), so dass

A b
MT TA — 4
STAS ( 5 )
mit einem gewissen . Wenden wir nun die analogen elementaren Spaltenoperationen auf
diese Matrix an, so entsteht

MTSTASM = (QAT §> .
Die Matrix M ist nach Definition regular. Wieder aus Satz 5.1.5 folgt dann, dass A positiv
(negativ) definit genau dann ist, wenn
B:= (MTST)A(SM)
positiv (negativ) definit ist. Die genannten elementaren Zeilen- bzw. Spaltenoperationen

lassen die Determinante von STAS unveriandert. Da S und ST orthogonale Matrizen sind,
folgt nach den Determinantengesetzen, dass

detA=detB=MX-...-\,_1-0.

Sind alle Hauptabschnittsdeterminanten von A als positiv vorausgesetzt (Fall ), so folgt
also (nach Induktionsvoraussetzung ist dann AM positiv definit)

A >0,..., -1 >0, somit § > 0.

Sind die Vorzeichen der Hauptabschnittsdeterminanten von A als alternierend vorausge-
setzt (Fall II), so gilt (nach Induktionsvoraussetzung ist dann Al negativ definit)

A <0,...,A_-1 <0, somit § <O0.
B ist als Diagonalmatrix im Falle I positiv definit, damit auch A, und es ist B im Falle 11

negativ definit, damit auch A, was zu zeigen war. O

5.1.10 Ubung. Untersuchen Sie die folgenden symmetrischen Matrizen auf positive bzw.
negative Definitheit/Semidefinitheit oder Indefinitheit:

() Ga) () G ()

Welchen Typ von Losungsmenge erhalten Sie fiir die quadratische Gleichung z7 Az = 1,
wenn Sie fiir A jede der 5 Matrizen einsetzen? <&

5.1.11 Ubung. Untersuchen Sie die folgenden Matrizen auf positive bzw. negative
Definitheit /Semidefinitheit oder Indefinitheit:

4 -2 1 2 —2 1
2 2 1|, -2 2 -1
1 -1 2 1 -1 2
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5.2 Konvexe Funktionen

5.2.1 Definition. Eine Funktion f : R" — R heisst konvexz, falls

z,y € R" und A € [0, 1] — fOz+ (1 =Ny) <Af(z)+ 1 =N f(y)
gilt. f heisst strikt konvex, wenn das strenge Ungleichheitszeichen gilt. ¢ : R" — R
heisst (strikt) konkaw, falls f := —g (strikt) konvex ist. &

Fur Funktionen in einer Variablen wurden die Begriffe konver und konkav in der Mathema-
tik I eingefiihrt, und wir gaben Kriterien fiir die Uberpriifung einer differenzierbaren bzw.
zweimal differenzierbaren Funktion auf Konvexitat/Konkavitét beziiglich eines Intervalls.
Zur Erinnerung: Sind I C R ein Intervall und ¢ : I — IR eine gegebene Funktion, so ist ¢
konvex auf I genau dann, wenn

z,y € I und X\ € [0, 1] — oAz + (1= Ny) < dp(z) + (1= N)p(y)

erfillt ist — analog zur obigen Definition.

5.2.2 Lemma. Die Funktion f : IR" — R ist genau dann konvez, wenn zu je zwei Punkten
z,y € R" die jeweilige Funktion in einer Variablen

t— F*Y(t) o= f(tz+ (1 = t)y),
auf dem Intervall I = [0,1] konvex ist. &
Beweis. Seien z,y € IR" beliebig. Ist F' := F*¥ konvex auf [0,1], so folgt fiir beliebige
A e [0,1]
FOe+ (1 =Ny) = PO) = FO-1+(1-A)-0)
< AF(1) + (1= XN)F(0)
= M)+ 1 =X)f(y),
d.h., f ist konvex, da z,y € IR" und \ € [0, 1] beliebig waren.
Ist umgekehrt f konvex,_so gilt fir F':= F™Y sowie A, t,s € [0, 1], dass
FMt+(1=XNs) = f((M+(1=Ns)z+ \( I =M—(1-Xs )y)
At1-A-A—(1-Ns)y

= f(Mt+A=Ns)z+ A1 =t)y+(1-X)(1—s)y)

|

= fOAtz+ (1 =ty + (1 = Nlsz+ (1 —s)yl )

< M(tz+ 1=ty + (1= A f(sz+ (1 —s)y)
= AF(t) + (1= N F(s),

was zu beweisen war. (Il



102 5. Spezielle Themen und Anwendungen

5.2.3 Satz. (Repetition Mathematik I) Sei I C R ein Intervall und F': I — R zweimal
differenzierbar. Dann gilt:
F ist genau dann konvex, wenn F"(x) > 0 fiir alle x € I gilt. <&

5.2.4 Satz. (Konvexitéts-/Konkavitatskriterium) Sei f eine auf dem Raum R" definierte

reellwertige Funktion, die stetige zweite partielle Ableitungen f,,. nach allen n Variablen
x1, ..., T, besitzt. Dann gilt:

f ist konvex (auf R") genau dann, wenn fiir jeden Punkt x € IR" die Hesse-Matrix

H(z) := (foie;(x); 1 <4, <n) von f in x positiv semidefinit ist. &

Folglich ist f genau dann konkav, wenn fiir jeden Punkt x € R" die Hesse-Matrix H(x)
negativ semidefinit ist.

Beweis. Es geniigt, das Konvexitatskriterium zu zeigen. Nach Lemma 5.2.2 ist f genau
dann konvex (auf R"™), wenn f auf jeder Verbindungsstrecke zwischen zwei Punkten des
IR" konvex ist. Dazu betrachten wir beliebige z, h € IR" sowie die (von x und h abhéngige)
Funktion

F(t) = f(z +th), t € [0,1].

Nach der Kettenregel gilt dann
= Y falz+th)h; = W'V f(z+th).
Nochmalige Differentiation und Anwendung der Kettenregel ergibt

F(t Zme z +th) hhy = hVH(z + th)h.

=1 j=1

Wenn H(z)T fiir jedes z positiv semidefinit ist, gilt speziell F”(¢) > 0 fiir alle ¢ € [0, 1] und
somit nach Satz 5.2.3 die Konvexitédt von F' auf [0,1]. Da x und h beliebige Vektoren des
IR"™ waren, folgt dann nach Lemma 5.2.2 die Konvexitat von f.

Ist umgekehrt f konvex, so ist fiir beliebige Vektoren x und h des R" die zugeordnete
Funktion t +— F(t) = f(z + th) konvex, also gilt speziell F”(0) = h"H(z)h > 0. Das
bedeutet gerade, dass H(z) fiir jedes z positiv semidefinit ist. O

5.2.5 Wenn H(zx) fiir jedes x sogar positiv definit ist, kann man zeigen, dass f strikt
konvex ist. Es ist aus der Mathematik I bekannt, dass in diesem Falle jede stationare
Losung der Aufgabe f(x) — min ein eindeutiger globaler Minimalpunkt von f ist. &

Fiir 2x differenzierbare Funktionen kann also die Uberpriifung der Konvexitit/Konkavitit
auf ein Problem der linearen Algebra zuriickgefithrt werden: den Nachweis von Definitheits-
eigenschaften.
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5.3 Geometrische Reihe und Verbrauchsmatrizen

5.3.1 Bereits im Kapitel ” Eigenwerte” hatten wir den Begriff einer Matrixnorm eingefiihrt.

Sei zunéchst || - || irgendeine Norm im IR™. Gegeben sei eine quadratische n-reihige Matrix
A. Die Zahl 1
41 = max 1221
ato ||z
heisst die (der Norm ||-|| zugeordnete) Matriznorm von A. Dass diese Zahl wohldefiniert

ist, hatten wir bereits im Punkt 4.1.7 begriindet.
Aus der Definition folgt sofort

[Az] < [[Alllz]] (Vz € R"). (5.3)
Daraus ergibt sich dann fiir A, B € M(n,n) auch
IAB| < |AL[ Bl
denn es gilt [|ABz| < ||A| ||Bz|| < [|A]l | B]| ||z| fir beliebige z € R™.
<&
5.3.2 Lemma. Sei || - || irgendeine Norm im IR"™. Die zugeordnete Matriznorm ist eine
Norm (im Sinne der tiblichen Normdefinition) im Vektorraum M (n,n) der n-reihigen Ma-
trizen. <&

Der Beweis bleibt dem Leser tiberlassen.

5.3.3 Bemerkung. Die der euklidischen Norm zugeordnete Norm einer gegebenen Ma-
trix A € M(n,n) ist die Wurzel aus dem maximalen Eigenwert Ap..(ATA) von ATA, d.h.,

T AT Az

Ally)? = =
(I1A]2) max

= Amax(ATA). (5.4)

xTx

Zum Beweis vgl. z.B. Strang, Lineare Algebra, Springer 2003, §9.2, Aussage 9A.
Ist A € M(n,n) eine symmetrische Matrix mit den Eigenwerten Aq, ..., A, so gilt

[All2 = max |A].
1<i<n

Diese Aussage folgt sofort aus (5.4), wenn man bedenkt, dass ATA = AA = A? gerade die
Eigenwerte A\? (i = 1,...,n) hat. &

5.3.4 Lemma. Fir die Matriz QQ € M(n,n) gelte in irgendeiner Matriznorm || - ||

QI < 1.

Dann ist I — @ invertierbar, und die Inverse gentgt der Abschatzung

-7 <a—[elh™
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Die Voraussetzung ||Q|| < 1 ist hinreichend fiir die Existenz der Inversen von I — @), nicht
notwendig, vgl. Beispiel 5.3.7.

Beweis von Lemma 5.3.4: Fiir jedes x € IR" gilt nach Dreiecksungleichung und der
Abschétzung (5.3) — angewendet auf A = @ —

(I =Q)zll =zl - Q|
=zl = l[QIHll (5.5)
= (=1 llzl-
Nach Voraussetzung ist 1 — ||@Q|| > 0, so dass aus (5.5)
fiir x # o sofort (I — Q)z # o folgt.
Also ist I — @ regulidr. Wenn z = (I — Q)™ 'y gesetzt wird, geht (5.5) iiber in
Iyl = @ =[QINII -yl vyeR"

Nach Definition der Matrixnorm folgt dann die Behauptung. O

5.3.5 Ist A eine n-reihige Matrix mit Norm kleiner als 1, so ist die Existenz der Inversen
der Matrix I — A nach Lemma 5.3.4 gesichert. Unten beweisen wir die folgende Formel

I-A ' =T+A+ A%+ 4+ A+ (5.6)
in Analogie zur Summenformel der geometrischen Reihe
1/1—q¢)=14q+¢+...+¢"+... fir-1<g<l.

Man spricht deshalb bei der Summe auf der rechten Seite von (5.6) von der geometrischen
Reihe fiir Matrizen. Diese Reihe heisst auch Neumannsche Reihe nach dem Mathema-
tiker Carl Neumann (1832-1925). Sie war uns bereits im Beispiel 2.1.12 zur Verbrauchma-
trix in Input-Output-Modellen begegnet, wir kommen auf diese Anwendung unten zuriick.

5.3.6 Satz. Sei || - || eine Matrixnorm in M(n,n) und A € M(n,n) mit |A|| < 1. Dann
existiert (I — A)™', und esgilt (I — A) ' =T+ A+ A2 +.. .+ AF+ . ... &

Beweis: Die Existenz von (I — A)~! folgt aus Lemma 5.3.4. Wir betrachten nun die
Partialsumme S,, und das Produkt AS,,

S, = I+A+ A%+ .. . +A™
AS, = A+ A2+ 4+ A" 4 AT

und bilden die Differenz S,,, — AS,,. Als Ergebnis erhalten wir
(I — A)S,, =1—A™
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also
Spp=(I—A)""— (I —A)~tAam™H

’m—l—l

Wegen ||A]| < 1 haben wir fiir m — oo die Konvergenz || A — 0 und somit

I(Z = A= A™H < (I = A~ JAI™ — o,
also S,, — (I — A)™!, was zu zeigen war. O

5.3.7 Beispiel. Die Voraussetzung ||A|| < 1 im vorigen Satz ist wichtig dafiir, dass die
Partialsummen S,,, konvergieren. Betrachten Sie z.B.

0 4 1 —4
e (08) s ().

Dann existiert (I — A)™!, denn es gilt

_%<}f)(_i‘f):th u—mlz—é(}f>.

Offenbar hat A die Eigenwerte -2 und +2, lasst sich daher diagonalisieren mit einer
regularen Transformationsmatrix 7" zu

=2 0\
we (72 0) o1,

somit A™ = TA™T~! und folglich ||A™|| — +o0, also divergieren auch die Partialsummen
Sm=1+A+A+. ..+ A" <

5.3.8 Definition. Eine Matrix A = (a;;) € M(n,n) heisst nichtnegativ (bzw. positiv),
falls a;; > 0 (bzw. a;; > 0) fur alle ¢, j gilt.

5.3.9 Lemma. Sei || - ||« die der Mazimumnorm im R™ zugeordnete Matriznorm. Dann
gilt fiir jede nichtnegative Matriz A = (a;;) € M(n,n), dass

1<i<n

n
4] = max > ay.
j=1

d.h., ||A|le ist die mazimale Zeilensumme. (Bemerkung: Enthélt A negative Elemente,
muss man zu den absoluten Zeilensummen iibergehen, vgl. Lemma 4.1.7.) &

Beweis: Sei ||z]|o = 1, also speziell z; <1 fiir jede Komponente. Dann gilt fiir jede Zeile

A;, von A:
n n
Aoz = E AiTj < E Q-
j=1 j=1

Firz = (1,...,1)" wird Gleichheit realisiert. Also gilt wegen || Al = max g —1{||Az||o}
die Behauptung. O
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Sofort aus Satz 5.3.6 und Lemma 5.3.9 erhalten wir

5.3.10 Folgerung. Ist A = (a;;) € M(n,n) eine nichtnegative Matrix mit » 7 a; < 1
fiir alle Zeilenindizes 4, dann existiert (I — A)~! und ist eine nichtnegative Matrix. &

5.3.11 Anwendung auf Verbrauchsmatrizen. In Beispiel 2.1.12 haben wir eine
Volkswirtschaft mit n Produktionszweigen betrachtet, in der der Output jedes Zweiges
als Produktionsfaktor (Input) im eigenen wie in den anderen Zweigen eingesetzt und ver-
braucht werden kann. Dort spielte folgende Verbrauchmatrix eine Rolle (mit En = En-
ergieproduktion, Ch = Chemieproduktion und Ba = Bauwesen):

En-Verbrauch 0.2 04 0.3 Input fiir En

Ch-Verbrauch | = | 0.3 04 0.2 Input fiir Ch

Ba-Verbrauch 0.4 0.3 0.1 Input fiir Ba
= A

So sagt z.B. die erste Zeile der Verbrauchsmatrix, dass der Verbrauch an Energie zur
Produktion von 1 Einheit in En 0.2 Einheiten, zur Produktion von 1 Einheit in Ch 0.4
Einheiten sowie zur Produktion von 1 Einheit in Ba 0.3 Einheiten betragt.

Nennen wir den Produktionsvektor (Input) p = (p1,pe, p3)T und den Nachfragevektor
y = (Y1.42,3)", so sucht man bei gegebenem y > o in dem Modell

p—A y, d.h, (I — A)g_) =, (5.7)

einen geeigneten Input p > o, so dass die Nachfrage y befriedigt werden kann, wobei bertick-
sichtigt wird, dass ein Teil des Inputs p, ndmlich Ap, wihrend der Produktion verbraucht
wird. - -

Da die gegebene Matrix A die Voraussetzungen von Folgerung 5.3.10 erfiillt, hat das
LGS (5.7) die eindeutige Lésung p” = (I — A)~'y, und die Matrix

I-A) ' '=T+A+A%+.. . +AF+ ...

ist nichtnegativ. Also gilt bei y > o auch 1_90 > 0. Liegt eine solche Losung vor, nennt man
die Volkswirtschaft produktiv.

MATHEMATICA liefert als Inverse von I — A in unserem Beispiel die Matrix

L (96 90 52
(I—-4)" =5 | 70 120 50
66 80 72

Interpretiert man die Matrix in Beispiel 5.3.7 als Verbrauchsmatrix einer Volkswirtschaft
mit zwei Zweigen, dann sieht man: Der Verbrauch ist zu gross. Eine Nachfrage kann nicht
bedient werden, weil die Produktion mehr verbraucht als sie liefert. O
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5.4 Markov-Matrizen

5.4.1 Einfiihrung. Im Beispiel 4.1.1 haben wir die Kundenwanderung auf einem Markt
mit 3 Herstellern betrachtet, wobei die Matrix der Kundenwanderung durch

0.5 0.2 0.3
0.1 04 0.5

gegeben war. Die Marktaufteilung zu Beginn der ersten Zeitperiode war

0.25
2% =1 0.40
0.35

Wir hatten dann folgende Probleme gestellt:

1. Berechnen Sie sie Marktaufteilung ! am Ende der Periode 1.

2. Auch in den folgenden k£ € IN Perioden sei die Kundenwanderung konstant. Berech-
nen Sie die Marktaufteilung 2 am Ende der Periode 3. Wie berechnet sich die
Marktaufteilung ¥ am Ende der Periode k?

3. Gibt es eine stationdre Marktaufteilung zu der gegebenen Wanderungsmatrix A, d.h.
ein z* > o mit 2] +a5+x5 = 1, so dass die Kundenwanderung innerhalb einer Periode
die Marktaufteilung x* nicht andert?

Die Losung der Probleme 1. und 2. ergibt sich, wie wir uns iiberlegt hatten, mittels der

Formel
b = ATgM = (AT, K =1,2,3,.. .. (5.8)

Problem 3. fiihrt auf die Frage der Existenz eines Eigenvektors x* zum FEigenwert X = 1
der Matrix AT, wobei die Zusatzbedingungen z* > o und @} + 25 + 23 = 1 ebenfalls erfiillt
sind.
Die Matrix
B=AT

ist positiv und hat in allen Spalten die Spaltensumme 1. Solche Matrizen spielen eine
besondere Rolle und werden (positive) Markov-Matrizen genannt, der Prozess (5.8) liefert
eine sogenannte Markov-Kette {z*}. Wir werden fiir Matrizen dieses Typs zeigen, dass sie
stets einen Eigenwert 1 haben und dass bei beliebigem Anfangsvektor z° > o mit > x? =1
die Folge 2* gegen einen eindeutig bestimmten Vektor y konvergiert, wobei y Eigenvektor
zum Eigenwert 1 der Matrix ist. Angewandt auf das obige Beispiel liefert dann y die
gesuchte stationare Marktaufteilung. JRSS

5.4.2 Definition. Eine quadratische n-reihige Matrix B = (b;;) heisst Markov-Matriz,
falls B nichtnegativ ist und > b;; = 1 fiir alle Spaltenindizes j € {1...,n} gilt. O
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5.4.3 Satz. Sei B = (b;;) € M(n,n) eine positive Markov-Matrix. Dann gelten folgende
Aussagen:
(i) B hat den Eigenwert 1, der dazugehérige Eigenraum Eig (B;1) hat die Dimension 1.
(ii) Ist 2° € R" irgendein Vektor mit z° > o und Z = 1, dann konvergiert die
durch

=1 ]
2" =Bz k=1,2,3,...

erzeugte Folge {2*} gegen einen Punkt y € Eig(B;1) mit y > o und Z?Zl y; = 1,
wobei y von der Wahl des Anfangspunktes 2% unabhéngig ist.
(iii) limy—oe B* = [y...y]. &

Beweis: (optional) Der Beweis folgt dem Buch R. Bellman, Introduction to Matrix
Analysis, 2nd edition, SIAM, 1997. Wir betrachten zunéchst einen beliebigen Vektor

beR" mit 0<bh <1V

sowie die Folge

L =b =BT =(BND k=0,1,2,.... (5.9)

Nehmen wir an, es ist schon gezeigt, dass ein 1 € R existiert, so dass

lim 2% = z:= (i,...,pm)". (5.10)

k—oo

gilt (das werden wir am Ende des Beweises tun).
Beweis von (i) und (ii): Seien nun geméss Voraussetzung des Satzes

2% € R" irgendein Vektor mit z° > o und Y7 2% =1

= J=1"7
sowie
¥ =Bz"l, k=1,2,3,.... (5.11)
Betrachten wir jetzt fiir j = 1,...,n sukzessive die Folgen z*¥ = Z(]) geméss (5.9) mit
b = ¢/ (Einheitsvektoren) und Grenzwerten 2(j) = limy .o 2( )k geméss (5.10), dann
erhalten wir
ah = ()2 = (&) B*2" = ()" (B")*¢ — (2°)"2(j) falls k — oo. (5.12)

Nach (5.10) haben die Vektoren z(j) stets gleiche Komponenten, sagen wir

2(5) = (u(5), - ()T

Dann folgt im letzten Term von (5.12)

= Zx?,u(j) = ,u(j)(z 2)) = p(j) (wegen > @] = 1 nach Voraussetzung).
=1 j=1
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Damit liefert (5.12)
lim 2 = u(j) ¥,

k—oo

d.h., y = limy_.o 2* ist unabhéngig vom Anfangsvektor 2°. Wir bemerken noch, dass die

Spaltensummen von B gleich 1 sind, also folgt mit ¢ = (1,...,1)" auch ¢'B = ¢" und
somit

ezt =B t=eTgb =1 k=12... wegen e'z¥ = 1.
Damit gilt

k—o0

y = lim z¥ > 0 mit Zyjzl.
j=1

Zum Nachweis von (i) und (ii) fehlt noch zu zeigen, dass y Eigenvektor zum Eigenwert 1
von B ist und den Eigenraum Eig (B;1) aufspannt. Zunéchst bemerken wir dazu, dass

y = lim Bkg = B lim Bk_lg = Bg

k—o0 k—oo

gilt, und zwar fiir ¥ = Bkg, wenn wir z° speziell gleich y wéhlen (was moglich ist, da der

Grenzwert y unabhingig vom Ausgangsvektor 2° war, fiir den nur 2° > o und e'2° = 1

erfillt sein_musste). Also ist y Eigenvektor zum Eigenwert 1 von B. Ist ¢ ein anderer
Eigenvektor zum Eigenwert 1, dann ist

¢+ty ein positiver Vektor fiir ein hinreichend grosses ¢ > 0.
Dann erfiillt beziiglich der Summennorm || - ||
¢ = (lle+tylh)~(c+ty) die Bedingung ¢ >0, e'c' =1

und ist ebenfalls Eigenvektor zu 1 (Zur Erinnerung: Eig(B;1) ist ein Unterraum). Also
hitten wir - wie oben gezeigt, ist y eindeutiger Grenzwert von Folgen vom Typ (5.11) -

also ist ¢ ein Vielfaches von y. Mit anderen Worten: y spannt den Eigenraum zum Eigen-
wert 1 auf.
Als letzter Beweisschritt erfolgt nun der Nachweis von Aussage (5.10). Seien dazu

— k _ : k
u(k) = max z; und v(k) = in z;

(das sind also eine maximale und minimale Komponente des Vektors z* aus (5.9)), und sei
b > o beliebig mit Komponenten kleiner oder gleich 1. Es geniigt dann zu zeigen, dass

u(k) —v(k) — 0 fiir k — oc.
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Schreibt man die Definitionsgleichung (5.9) komponentenweise auf, ergibt sich

n

k1 _ koo

z; —g bjiz{, i=1,...,n.
j=1

Folglich gilt
2 < Z bju(k) Vi, also speziell u(k + 1) < u(k)
j=1

wegen » 5 b =1 Vi. Analog folgt
v(k+1) > v(k).

Beachte 0 < u(k) < u(0) und 0 < v(k) < 1 wegen der Voraussetzungen an B und b. Damit
sind u(k) und v(k) monotone beschriankte Folgen, haben also Grenzwerte u bzw. v. Zu
zeigen ist u = v.

Da B eine positive Markov-Matrix ist, existiert fiir die Dimension n > 2 eine Zahl d
mit

biy>d>0ViVj und d<s3.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei fiir den Folgenindex k
w(k +1) = 281 w(k) = 28

Dann gilt wegen > 7 bj1 =1
U(k? + 1) = Z{H—l = Z bjlz;?
j=1
n—1
= dv(k) + (b — d)2f + > bp
j=1

< dv(k) 4 (bpy — d)u(k) + ”i bj1u(k)

= dv(k)+ (1 — d)u(k).

Analog zeigt man
v(k+1) > du(k) + (1 — d)v(k).

Das ergibt fiir k — oo wegen d < %
u(k+1) —o(k+1) < (1 2d)(u(k) —v(k)) < ... < (1 - 24" (u(0) — v(0)) — 0,

was zu zeigen war.
Zum Beweis von (iii) hat man in (i) nur sukzessive als Anfangsvektor z° die Spal-
tenvektoren von B zu nehmen, was auf B"' = B¥B — [y ... y] fiihrt. O
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5.5 Matrizenrechnung und Regressionsanalyse

Literatur: Schira Statistische Methoden der VWL und BWL, Pearson 2003.

5.5.1 Das einfache lineare Modell

Das folgende lineare Modell widerspiegele eine okonomische Hypothese fiir die Beziehung
zwischen zwei Variablen X und Y:

Y =0+ 5 X.
Die Parameter 3y und 3; sind auf der Grundlage von Beobachtungen zu ”bestimmen”.

5.5.1 Beispiel (Konsumhypothese von Keynes).

Der gesamtwirtschaftliche Konsum C' sei eine Funktion des verfiigharen Einkommens Y v/
C =Py + By

Dabei wird 8; € (0,1) als marginale Konsumneigung, 5y > 0 als autonomer Konsum
(einkommensunabhéngiger Konsum) interpretiert.
Im allgemeinen Modell oben sind dann Y := C und X := Y/, &

5.5.2 Der okonometrische Modellansatz berticksichtigt weitere Einfliisse auf Y im 6kono-
mischen Modell Y = 3y + £ X und fiigt eine Stérvariable U (eine Zufallsvariable) hinzu,

Y=0+6X+U.

Geht man zu einer Beobachtung der Werte von X und Y iiber, so gilt fiir eine Stichprobe
aus n Werten analog

y; = Bo + Bz + g (i=1,...,n), (5.13)
dabei heissen
y; endogene Variablen  (beobachtbar),
x; exogene Variablen  (beobachtbar),
u; latente Variablen (nicht beobachtbar),
Bo, /1 Modellparameter oder Koeffizienten, (”wahre” Werte)
Bo, Bi Schatzparameter oder Schitzer  (geschitzte Werte).

Die wahren Werte der Parameter 3y und (3; sind unbekannt, sie konnen nur geschatzt wer-
den - das ist die Aufgabe der Regressionsanalyse.
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Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der latenten Variablen sind unbekannt (oft wird aber
Normalverteilung vorausgesetzt), aber man unterstellt fir Erwartungswert £, Varianz V
und Kovarianz Cov, dass

E(u;) = 0 und V(u;) = o®=const. fiir alle i

sowie
Cov(us,u,) =0 fir alle i, k =1,...,n, i # k.

Bei der Schatzung geht es darum, eine Schéatzgerade y = BO + Bix zu finden, die der
unbekannten Modellgeraden y = 3y + B nahe kommt. Man vergleicht

Yi = fo + frvi +u;  (Beobachtungswerte),
Yi = Bo + P (geschitzte Werte). o

5.5.3 Methode der kleinsten Quadrate.
Gegeben beobachtete x;, y;, i = 1,...,n, finde (ﬁo, ﬁ}), so dass

0 (Bo. Br) = Z(yz — )% = Z(yz — fo — Brz:)’ (5.14)

i=1 =1

minimal wird.

Schreiben wir nun das System (5.13)
yl-:ﬁo—i-ﬁlxi—i—ui (221,,77,)

in Matrixschreibweise. Man setze - wir schreiben hier Vektoren fett -

Y1 1 = (251
1 « U

y - y'2 ) X - . 2 Y 16 - /80 ) u - -2
: o B :

Yn Iz, Un,

Dann hat (5.13) die véllig gleichbedeutende Darstellung
y=X08 +u. (5.15)

Die Zielfunktion (5.14) in der Methode der kleinsten Quadrate lautet dann, dquivalent
umgeschrieben mit Matrizen und Vektoren,

—

oB)=(y-XB)(y-XB)=y'y-28 X'y+B X'XB |

wobei 3 der (gesuchte!) geschitzte 3 -Vektor ist.
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Der Gradient einer gegebenen quadratischen Funktion

g(p,q) = ap + asq + bup* + 2b12pg + baog?

~ o () oo (3 ) (1)

lautet offenbar (ausrechnen!)

N bii big p
Vy(p,q) = ( @ ) +2(b12 bao > ( q )

Damit gilt fiir den Gradienten der Kleinste-Quadrate-Funktion ¢ im Minimum 3 * der
Aufgabe (5.14)

—

V(B ) = —2XTy +2XTXB " = o.

Die Matrix
1 I
1 =z ,
XTX=(1 1...1) L % :<n Zyc;)
Ty Ty ... Tp Do YT XX
1 =z,

(mit > = >"" ) ist genau dann invertierbar, wenn
det XTX = nyri — (vx;)* #0.

Es gilt in diesem Falle sogar det XX > 0, wie man leicht ausrechnet, also ist dann wegen

n > 0 die Matrix XX positiv definit und somit ¢ (strikt) konvex, d.h., der Punkt 3 *
aus

o=2X"y+2X'X3" & B =(XTX)'XTy (5.16)

definiert den eindeutig bestimmten Minimalpunkt der Aufgabe (5.14).

Die Komponenten B\O* und B\l* von (3 * kann man als Losung des LGS XTX3 = Xy
mit der Cramerschen Regel leicht ausrechnen:

n
T To ... Ty : > TiY;
Un

ergibt
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XY X
S xmy xa? | () (xed) — (S (i)
= —
det XTX nyz? — (2r;)?
n 2Yi
o~ YT XXiYi n(xay:) — (S:) (Sys)
1 p— p—t
det XTX nyr? — (xa;)?

Mit den in der Statistik iiblichen Bezeichnungen fiir Mittelwerte

1 1 — 1, 1
T=—yu, J=-Sy, o*=-xr;, T§= Sy
n n n n

folgen sofort die in Lehrbiichern oft angegebenen Formeln

e JE -TT o+ T - T
ﬁo - ﬁf2 ) ﬁl - 2 .

5.5.2 Multiple lineare Regressionsanalyse

Lineare ckonomische Modelle mit zwei Variablen sind haufig zu einschriankend, deshalb
spezifiziert man oft Modelle mit zwei oder mehr exogenen Variablen, d.h.,

Y =0 +05Xi+ 60X+ .+ 60X, +U.
wobei U wieder als Storvariable (Zufallsvariable) angesehen wird.

5.5.4 Beispiel (Erweiterte Konsumhypothese). Der gesamtwirtschaftliche Konsum
C wird als Funktion des verfiigharen Einkommens Y/ und des Vermdgens W angesehen
und wir spezifizieren deshalb

C =00+ Y +8,W+U, 0<pb <1, By, B2 >0.

Mit einem solchen Modell kann man argumentieren, dass die Aktienkurse einen Einfluss
auf die private Konsumnachfrage ausiiben. <&

5.5.5 Beobachtet man nun wieder Stichprobenvektoren x/, j = 1,...,k, und y aus je n
Elementen, so definiert man via

1 k

(7 1z o0 2% Bo Uy
1 k

Y2 1 2y .. 2% B U2

y = : ’X: : : : "6:

1 k
Yn 1z, ... 2%, O Uy,
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das multiple lineare Regressionsmodell in Matrixschreibweise
y=X08 +u. (5.17)

Zu den oben getroffenen Annahmen iiber die latenten Variablen u; wird zusatzlich gefordert,
dass sie unabhangig und normalverteilt seien. Ferner setzen wir voraus:

XTX ist regulr,

offenbar ist dabei XTX eine (k + 1,k + 1)-Matrix. &

5.5.6 Methode der kleinsten Quadrate (MKQ)

Gegeben y und X, finde 3 € R*™| so dass

®(B)=(y-XB) (y - XB)
minimal wird. In den Klammern stehen Vektoren der Lange n, @(,B\) ist also fiir jedes B\

eine reelle Zahl !

Ausgerechnet, erhalten wir

T T —
oB)=y'y-28X"y+BX'X(3,

somit hat die notwendige Optimalitatsbedingung die Form

—

vo(B) = —2XTy +2XTX8 =o.

Die Voraussetzungen sichern, dass XX positiv definit ist: STXTX3 = [|X3]|? > 0 (V3)
in der euklidischen Norm, also ist XTX positiv semidefinit, daher - weil regulir nach
Voraussetzung - auch positiv definit. Damit hat der eindeutige Optimalpunkt in der MKQ
die gleiche Form wie bei (5.14), (5.16) - nur der Typ von X bzw. die Linge von 3
unterscheiden sich -, namlich

—_—

B =(XTX)"'XTy. O

5.6 Hinreichende Optimalitatsbedingung 2. Ordnung
bei einer Gleichungsrestriktion

Literatur: Rommelfanger Bd. 2 §7.4, Sydsaeter-Hammond §14.4
Wir betrachten die Optimierungsaufgabe

(P) Minimiere f(z1,x2) beziiglich g(zq,22) =0,

wobei f und ¢ zweimal stetig differenzierbar auf R? sind.
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Lagrangefunktion der Aufgabe (P):

L($1, T2, )\) = f(3?1>$132) - Ag(iﬁl,@)

Hessematriz von L beziiglich (1, xs) im Punkt (29, 29, \), A fest:

H = ( fx1z1(mtl)7x2) Agmm( ? Ig) fxlwz(x?’xQ) )‘gmwz(I(l)vxg) )

fﬂﬂlm (x(l)7x2) Agmﬂz( ? x(Q)) fl"zm (I(l)v JI2> )‘g:mxz (ZE?, 1‘(2))
Der Nullpunkt im IR? sei mit o bezeichnet.

5.6.1 Satz (hinreichende Bedingung 2. Ordnung fiir lokales Minimum).

Seien in (29, 29, \) die Lagrange-Bedingungen der Aufgabe (P) erfiillt und bezeichne Vg(z?, z9)

wieder den Gradienten von g in (29, 29).

Falls y"Hy > 0 fiir alle y = (y1,92)" # o mit

Vg(ai,25)"y =0 (5.18)

gilt, so ist (29, 29) strikter lokaler Minimalpunkt von (P), d.h., es gilt

f<x17x2> > f(x?,xg)

fiir alle Punkte (21, z2) "nahe” (29, 29), die g(z1, ) = 0 erfiillen.

Im Falle strikter lokaler Maxima dreht sich das Zeichen > jeweils um. &
Der Beweis wird in der Vorlesung gegeben.

5.6.2 Definitheit unter linearen Nebenbedingungen:
Die hinreichende Bedingung fiir lokale Minima ist von der Form

QTHQ>0 Vy #o: QTQZO

mit einem Vektor ¢! = (c1,¢;) und symmetrischer (2,2)-Matrix H, denn H ist Hesse-
Matrix mit stetigen zweiten partiellen Ableitungen.

Die hinreichende Bedingung fiir lokale Maxima ist von der Form
QTHQ<0 Vy #o: ng:O

Man sagt im ersten Falle, dass die Matrix H positiv definit - im zweiten Falle negativ
definit - auf der Geraden {y € R*|cTy = 0} ist. <&
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5.6.3 Beispiel: Man betrachte die Aufgabe

. 1/ 2 2
min T1,T2) = 5(x? —a5) —
f(x1,m2) i= 5(21 — 23) — 21 (5.19)
beziliglich  g(zy,x2) = —x1 + 225 =0

Losung durch Substitution: Es gilt 1 = 225, eingesetzt in die Zielfunktion ergibt
sich | 3
o(x9) = f(2x9,19) = 5(495% —13) — 2wy = §:U§ — 21,
Folglich
/ 2 ) 4

O (r9) =320 —2=0 & :B2:§, somlt:rlzg.

Die hinreichende Bedingung 2. Ordnung fiir freie Extrema lautet
¢"(2) =3>0,

d.h., z° = (3, 3) ist strikter lokaler Minimalpunkt.

Die Lagrange-Funktion ist im Beispiel gleich

L(z1, 29, \) = 5(2% — 23) — 21 — M(—21 + 215)

NI

Die Lagrange-Bedingungen lauten

(i4) —25 =2\ = 0
(13) —x1 +2x9 =0

Die Losung des Systems der Lagrange-Bedingungen ist

4 2 1
I

Die Bedingung (5.18) ist hier sehr einfach:

xZ

i+ 2 =0, dh g =1y, (5.20)

da Vg(z1,15) = (—1,2)7 fiir alle (21, z2).
Die Hesse-Matrix von L beziiglich (z1,x2) in (29,29, \) lautet hier

H = ( (1) _(1) ) (Hesse-Matrix).

Sei nun y = (y1,42)" # o ein beliebiger Vektor mit (5.20). Dann gilt

1 0
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und nach Einsetzen von (5.20)

1 3 , 1
yTHY =yi =y =yi — vl = %2 > 0 Yy #o mit y> = 5y,
Folglich ist 2° = (%, %) strikter lokaler Minimalpunkt. &

5.6.4 Spezialfall eines Kriteriums von Debreu

In der 6kon. Literatur sind von Gerard Debreu (1983 Nobelpreis fiir Okonomie) be-
wiesene Kriterien zum Checken der positiven/negativen Definitheit einer symmetrischen
Matrix H unter linearen Nebenbedingungen

Bg:

(B muss dabei eine Matrix passender Ordnung sein) sehr beliebt, die mit Determinan-
ten/Unterdeterminanten einer ”gerdnderten” Matrix

O B

BT H
arbeiten, vgl. am besten die Originalarbeit G. Debreu, Definite and semidefinite quadratic
forms, Econometrica 20 (1952) 295-300.

Wir betrachten hier nur den Spezialfall fiir die Aufgabe (P).

Sei (29,29,\) ein Punkt, der den Lagrange-Bedingungen von (P) geniigt, und sei
Vg(ay, x3) # o.

Sei wieder H die Hesse-Matrix der Lagrange-Funktion L beziiglich (z1, z2) in (29, 23, \):
hir haz
H—
< hiz hao )

c=Vy(al,9).

(H symmetrisch!) und

Satz.
Unter den gestellten Voraussetzungen gelten folgende Kriterien:

0 c'
det(g H)<O

ist notwendig und hinreichend dafiir, dass yTH y > 0 fiir alle y # o0 mit c’ y = 0 gilt.
Also ist unter dieser Bedingung (9, 932) strikter lokaler Minimalpunkt von (P).

1. Die Bedingung
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0 c'
det(g H>>O,

ist notwendig und hinreichend dafiir, dass y"Hy < 0 fiir alle y # o mit ¢'y = 0 gilt.
Also ist unter dieser Bedingung (29, z9) strikter lokaler Maximalpunkt von (P).

2. Die Bedingung

Beweis des Satzes. Wir beweisen nur Aussage 1., das heisst,

-
det((c) ;[><0 & Yy Hy>0Vy#0:cy=0.

Der Beweis von Aussage 2. ist analog. Wir fithren den Beweis fiir eine beliebige sym-
metrische Matrix H = (h;;) der Ordnung 2 und einen beliebigen Vektor ¢ € R* \ {0}.
Wir definieren eine (3, 3)-Matrix R(x) mit niitzlichen Eigenschaften:

w=(3 ) - (2 2) (). e

wobei g1 > 0, 0= (0,0)T und I = Einheitsmatrix. Dann gilt offenbar

1 T
det R(p) = det ( ,ucl —CH ) und det R(p) = —det(H + pcc’). (5.22)

Sei zunéchst det (0C C;) < 0. Dann folgt

Jpo > 0: det (_IC/MHCT) <0 Yu > o wegen der Stetigkeit der Determinante,

= det R() <0 Yu > pp nach (5.22) und wegen det R(u) = p det (_1/“ CT), >0,

c H

= det(H + pcc’) = det(h;; + peicj) >0 VY > po nach (5.22),

= 3 > o : det(H + pice™) > 0 und hy + puc? > 0 (i = 1,2), denn wegen ¢ # 0 ist
z.B. ¢1 # 0, also wird fiir grosses x> 0 auch pc? > 0 gross — und fiir ein gewisses
o> po gilt somit hyy + fic? > 0, schliesslich muss dann auch hgy + fic3 grosser Null
sein wegen der Rechenregeln fiir (2, 2)-Determinanten,

= die Matrix (H + ficc") ist positiv definit (Argument der linearen Algebra),
= yTHy =y"(H + ficc")y >0 Vy #0: c'y =0,

was fiir diese Richtung zu zeigen war.
Sei nun y"Hy >0 Vy # 0: c'y = 0. Wir wihlen ein festes 3 # 0 mit ¢'y = 0. Dann
bildet {7,c} eine orthogonale Basis des IR?, die wir zu einer (2,2)-Matrix

B =1y c| (spaltenweise geschrieben)
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zusammenfassen. Dann folgt wegen 3" Hy > 0 sowie wegen ¢ # 0 und somit c'c > 0: Es

existiert ein py > 0, so dass fiir alle p > o gilt

g Hy g He T T _
o(1) == det ( STHe THet u(cw) = u(g Hy)(c > +(5" Hy)(c He)— (5" He)* > 0.

Folglich gilt unter Beachtung von ¢'g = 0

T

det ( BT(H + pcc™)B ) = det < { ?({T } (H + pcc")[g ] ) =o(u) >0 VYu > po. (5.23)

Nach den Determinantenregeln gilt det ( BT (H + pucc™)B ) = (det B)?(det(H + pcc'))
und somit folgt aus (5.23) wegen der Regularitéit von B

det(H + pec™) >0 Yy > po.

Die Beziehungen in (5.22) liefern dann

1 T
det ( ,ucl i[. ) =det R() = —det(H + pcc') <0 VY > po. (5.24)

T T
Die Matrix (OC ‘}I) ist regular - wie man es sich leicht iiberlegt -, also ist det ((l CH) £ 0.
Aus (5.24) folgt dann nach der Laplace-Entwickung fiir Determinanten

0sdet 1) = Zdetm 4 opdet( 0 S} wus (5.25)
¢ ue H ) ¢ AN #=Ho '

0 c'
det < o H ) < 0,
da im Falle det (?: i) > 0 die rechte Seite in (5.25) mit p — oo positive Werte anndhme.
Damit ist auch die zweite Richtung in Aussage 1. bewiesen. O

und folglich



