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Die Lehrveranstaltung Mathematik 111 - Analysis fiir Okonomen (im Folgenden verkiirzt
” Analysis fiir Okonomen” genannt) wird fiir Studenten der Bachelorstufe im Rahmen der
Studienordnungen fiir den Bachelor of Arts in Wirtschaftswissenschaften bzw. den Bach-
elor of Science in Informatik angeboten. Sie kann unabhangig von der Lehrveranstaltung
Mathematik III - Lineare Algebra fiir Okonomen absolviert werden, ist aber inhaltlich eng
mit ihr verkniipft.

Studenten, die im Bachelor- und im spéateren Masterstudium quantitative Methoden der
Wirtschaftswissenschaften erlernen und anwenden wollen, wird der Besuch beider Ver-
anstaltungen nachdriicklich empfohlen. Das betrifft vor allem Studenten mit Interesse fiir
Finance, quantitative Methoden der Betriebswirtschaftslehre (z.B. Operations Research),
empirische Wirtschaftsforschung und andere quantitative Felder der Volkswirtschaftslehre.
Auch fiir numerisch interessierte Studenten der Informatik werden wichtige Grundlagen
bereitgestellt.

Wichtige Inhalte der Lehrveranstaltung Analysis fiir Okonomen sind Grundlagen iiber
reelle Zahlen sowie Zahlenfolgen und -reihen, die Behandlung von Funktionenfolgen und
-reihen (insbesondere Taylor- und Fourierreihen), eine Einfiihrung in gewdhnliche Dif-
ferentialgleichungen, die Differentialrechnung fiir Funktionen in n Veranderlichen und ihre
Anwendung sowie nichtlineare Optimierungsaufgaben unter Gleichungs- und Ungleichungs-
nebenbedingungen. Literaturhinweise folgen weiter unten.

Der Stoff der Lehrgebiete Mathematik I und Mathematik II der Assessmentstufe wird als
bekannt vorausgesetzt. Im Vergleich zu diesen Lehrveranstaltungen werden vorwiegend
neue Inhalte vermittelt, aber wir greifen die dort behandelten Themen und Methoden auf,
vertiefen sie, vor allem begriinden wir sie und bauen sie aus. Das erfordert einen hoheren
Grad an formalem Herangehen im Vergleich zum Grundkurs.

Sehr wichtig ist die aktive Mitarbeit in den Ubungen, vor allem auch das selbststindige
Losen der Ubungsaufgaben fiir zu Hause.

Der Dozent bedankt sich bei H. Garbers (Universitat Ziirich) und B. Kummer (Humboldt-
Universitat Berlin) fiir das freundliche Uberlassen von Vorlesungsausarbeitungen.
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Kapitel 1

Grundlagen

Dieses Kapitel stiitzt sich wesentlich auf O. Forster, Analysis 1, sieche auch P. Kall,
Analysis fir Okonomen und K. Marti/D.Gréger, Grundkurs Mathematik. In all diesen
Lehrbiichern finden sich auch ausfiihrliche Einfithrungen in die Zahlbereiche, insbesondere
die reellen Zahlen.

1.1 Einige wichtige Eigenschaften reeller Zahlen

1.1.1 Bezeichnungen von Zahlenmengen.

Menge der natirlichen Zahlen N
N = {1,2,3,...} nicht abgeschlossenen beziiglich Subtraktion und Division.

Menge der ganzen Zahlen 7

7 ={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} abgeschlossen beziiglich Subtraktion, nicht abge-
schlossen beziiglich Division.

Menge der rationalen Zahlen Q

Q = {™ | m € Z,n € N} abgeschlossen beziiglich Subtraktion/Division, aber nicht
jedem Element der Zahlengerade entspricht eine rationale Zahl, z.B. gilt v/2 ¢ Q, 7 ¢
Q, e¢ Q.

Menge der rellen Zahlen R

abgeschlossen beziiglich Subtraktion/Division und représentiert durch die Zahlen-
gerade ”"ohne Liicken”. Die Elemente von R\ Q heissen irrationale Zahlen.

Die rellen Zahlen gentigen gewissen Axiomen (Korperaxiome, Anordnungsaxiome, vgl. O.
Forster, Analysis 1), die Basis fiir das Rechnen mit ihnen sind. Die zusétzliche wichtige
Eigenschaft, dass die (reelle) Zahlengerade keine ”Liicken” besitzt, kann auf sehr ver-
schiedene Art und Weise ausgedriickt werden. Sie wird je nach Lehrbuch durch das eine
oder andere Vollstandigkeitsaxiom formuliert, meist tiber sogenannte Dedekindsche
Schnitte oder Intervallschachtelung oder Dezimalfolgen oder Cauchy-Folgen. Letzteren
Begriff werden wir zugrunde legen.
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1.1.2 Repetition: Folgen und Konvergenz.

Eine reelle Zahlenfolge {x,},en heisst Nullfolge, wenn es zu jedem ¢ > 0 einen Index
n’ =n/(e) gibt, so dass |z,| < ¢ fir alle n > n’ gilt’.

Eine reelle Zahlenfolge {a,}nen heisst konvergent, wenn ein a € R existiert, so dass
{an — a}nen eine Nullfolge ist. Dabei heisst dann a Grenzwert (oder Limes) der Folge {a,}
und man schreibt a = lim,,_, a,, oder a = lim a,, oder a,, — a. Der Grenzwert ist, falls er
existiert, eindeutig bestimmt.

Ist die Folge {a,, }nen nicht konvergent, so heisst sie divergent. Existiert zu jedem reellen
¢ > 0 ein Index n/, so dass a,, > ¢ Vn > n', so schreiben wir lima, = +o0o und sprechen
von einem uneigentlichen Grenzwert. Sinngemass ist lim a,, = —oco definiert.

Eine Folge {a,} heisst monoton steigend, wenn a,, 1 > a,, aber streng monoton steigend
wenn a, 1 > a, fiir alle n gilt. Sinngeméss sind (streng) monoton fallende Folgen definiert.
Man sagt {a,} ist (streng) monoton, wenn sie eine der beiden (strengen) Monotonieeigen-
schaften hat.

Die Eigenschaften des Rechnens mit reellen Zahlenfolgen werden aus der Mathematik
I bzw. der Schule als bekannt vorausgesetzt, etwa iiber Summe, Differenz, Produkt und
Quotient zweier konvergenter Folgen. Erinnert sei auch an die wichtige Eigenschaft

a =lima,, b =1limb, und a, < b, Vn implizieren a <b. (1.1)

&

1.1.3 Definition. Eine reelle Zahlenfolge {a,}nen heisst (reelle) Cauchyfolge (oder
Fundamentalfolge), wenn gilt:
Zu jedem € > 0 existiert ein n’, so dass |a,, — an| < € fiir alle m,n > n'. <&

1.1.4 Satz. Jede konvergente Folge reeller Zahlen ist eine Cauchy-Folge. &

Bemerkenswert ist, dass diese Bedingung fiir Konvergenz von {a, } (gegen einen Grenzwert
a) besagt, dass fiir gentigend grosse Indizes m,n die Differenz |a, — a,,| beliebig klein wird
- eine Eigenschaft, die ohne Kenntnis des Grenzwerts a auskommt.

Beweis von Satz 1.1.4. Seien {a,} eine reelle Zahlenfolge mit Grenzwert a und € > 0

beliebig. Dann gibt es ein n’ € N| so dass |a, — a| < %5 fiir alle n > n' gilt. Daraus folgt
fiir beliebige m,n > n’

Ay, — Q| = [(ap, —a) + (a — ap)| < |ay —a| + |am — a <§+§=€
an = | = (@ = @) + (@ = ap)| < |an = a] + |am —a] < 2 + 2

nach den Gesetzen iiber das Rechnen mit dem Absolutbetrag. O

Die Umkehrung dieses Satzes nehmen wir nun als Vollstandigkeitsaxiom (eine Eigenschaft,
die unserer Vorstellung von der ”liickenlosen Zahlengerade” entspricht).

Man sagt auch: Fiir jedes € > 0 und fast alle n gilt |z,| < e.
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1.1.5 Die Vollstandigkeitseigenschaft von R.

Jede Cauchy-Folge reeller Zahlen hat in R einen Grenzwert. &

1.1.6 Bemerkung. In der gesamten Vorlesung werden die Bezeichnungen A C B bzw.
B D A dafiir benutzt zu sagen, dass A eine Teilmenge von B ist. Handelt es sich um eine
echte Teilmenge, schreiben wir A # B hinzu. &

1.1.7 Das Intervallschachtelungsprinzip. Die Vollstandigkeit der reellen Zahlen kann
man auch - wie in Satz 1.1.8 angegeben wird - mit dem folgenden Intervallschachtelungs-
prinzip (Abkiirzung ISP) charakterisieren:

e Sei Iy DI D ... DI, D ... eine Folge ineinandergeschachtelter abgeschlossener
Intervalle I,, = [a,,b,] mit b, — a, — 0, wobei a,,b, € R, a, < b,. Dann gibt es
genau eine reelle Zahl x mit x € I, fiiralle n.

Das entspricht anschaulich ebenfalls der ”liickenlosen Zahlengerade”. &

1.1.8 Satz. Die Vollstandigkeitseigenschaft von R und das Intervallschachtelungsprinzip
sind aquivalent. &

Beweis. Setzen wir zunachst voraus, dass jede Cauchy-Folge reeller Zahlen in R kon-
vergiert. Seien {/,} eine Folge geméss ISP und ¢ > 0 beliebig. Dann existiert ein n', so
dass |b, — a,| < e Vn >n'. Wegen

ap < G < by, < b, und a <a, <b, <b, VEVm,n>k (1.2)

gilt |a, —an,| < eVm,n > n'. Somit ist die Folge der linken Randpunkte {a,} eine Cauchy-
Folge und konvergiert also nach der Vollstandigkeitseigenschaft gegen ein x € R. Fiir jedes
feste k gilt nach (1.2) die Ungleichungskette a; < a,, < by VYn > k, also nach (1.1) auch
ap < x < b, was zu zeigen war.

Fiir den Beweis der Riickrichtung sei nun {a,} eine Cauchy Folge. Nach Definition gibt
es insbesondere fiir die Folge {27*} eine Folge natiirlicher Zahlen ng < n; < ny < ..., s0
dass

lan — am| < 27% ¥Ym,n > ny.

Offenbar gilt nun (Zeichnung!)
L={zeR ||z —a,| <27} >{zeR||z—an,|<27" =L VE

Die Folge {I;} erfiillt die Voraussetzungen des ISP, also existiert genau eine reelle Zahl
x* € I}, Vk. Zu jedem € > 0 gibt es ein k € N, so dass 2752 < ¢ und folglich gilt fiir jedes
n > ny (Dreiecksungleichung anwenden)

|y — 2%| < |an — an, | + |an, — 2] <277 427 < 27FF2 <

also a,, — x*. O
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1.1.9 Definition. Eine Menge M C R heisst nach unten beschrankt, wenn es ein a € R
gibt, so dass > a fiir alle x € M gilt. M heisst nach oben beschrankt, wenn es ein b € R
gibt, so dass x < b fiir alle x € M gilt. Dabei heissen a untere Schranke von M bzw. b
obere Schranke von M. M heisst beschrdnkt, wenn sie nach unten und oben beschriankt
ist. &

1.1.10 Satz. (Existenz von Supremum/Infimum). Jede nach oben beschrénkte, nichtleere
Menge M C R besitzt eine kleinste obere Schranke, Supremum von M genannt und sup M
geschrieben. Jede nach unten beschrankte, nichtleere Menge M C R besitzt eine grosste
untere Schranke, Infimum von M genannt und inf M geschrieben. &

Beweis. Wir beweisen nur den ersten Teil des Satzes, der zweite Teil folgt analog. Falls
M ein Element b mit b > x Vo € M enthalt, so ist nichts zu zeigen, es gilt dann b = sup M.
Wir betrachten also den anderen Fall und benutzen das ISP zum Beweis. Seien m € M
und eine obere Schranke § von M beliebig, aber fest gewahlt. Setze

ri:=m, s :=5 und t; := %(7’1 + s1) = Mittelpunkt von [rq, s1].

Offenbar gilt m < t; < s;. Wir unterscheiden zwei Falle:
F1: t; ist ebenfalls obere Schranke von M, dann setze ro := 1y, S :=t;.
F2: t; ist keine obere Schranke von M, dann existiert nach Definition der oberen Schranke
ein m' € M mit m’ > t;. Setze ro :=1t1, S9:= 5.
Da m kein grosstes Element von M sein konnte, gibt es in beiden Fallen ein m’ € M mit

m’ > ry, Sy > 1y, S obere Schranke von M.

Mit dem Intervall [ry, so] und seinem Mittelpunkt ¢, wiederholen wir nun diesen Schluss.
Wir erhalten eine Folge von Intervallen [, = [rg,sx], &k = 1,2,..., mit folgenden Eigen-
schaften:

Tk—1 STk < Sp < Sk-1,

r ist keine obere Schranke von M,

S ist obere Schranke von M,

Lange von [, = halbe Lange von [j_;.
Die Folge {I)} geniigt den Voraussetzungen des ISP und definiert somit eine reelle Zahl
b € I fir alle k. Man schliesst daraus sofort b = sup M. O

1.1.11 Definition. Sei ) # M C R. Gilt sup M € M, so nennt man diese Zahl auch
Maximum von M und schreibt max M. Analog: Gilt inf M € M, so nennt man diese Zahl
auch Minimum von M und schreibt min M. &

1.1.12 Vereinbarungen. Wir schreiben sup M = +oo bzw. inf M = —oo, falls M
nicht nach oben (bzw. nach unten) beschrankt ist, und wir setzen sup® := —oo bzw.
inf ) = 4o0. &
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1.1.13 Korollar. Mit den eben getroffenen Vereinbarungen gilt fir M C R und z € R

(i) r<supM <& daeM: x<a.
(ii)) x >infM & JaeM: x>a. &

Beweis. Wir zeigen (i), (ii) geht analog. Fir M = () ist nichts zu beweisen. Sei M # ()
und z < sup M. Wire x > a fiir alle a € M, so ware x obere Schranke von M, was der
Definition von sup M (sowohl im Standardfall als auch fiir eine nach oben unbeschrinkte
Menge M) widersprache. Umgekehrt sei a ein Element von M mit z < a. Dann gilt trivial
r<a<supM. O

1.1.14 Abgeschlossene Teilmengen von R. Eine Menge M C R heisst abgeschlossen,
wenn fiir jede Folge {a,} C M, die gegen ein a € R konvergiert, der Grenzwert a zu M
gehort.

Insbesondere sind offenbar alle endlichen Teilmengen von R (d.h., Teilmengen mit
endlich vielen Elementen) abgeschlossen. Nach Definition ist auch die leere Menge ab-
geschlossen.

Wichtige abgeschlossene Teilmengen in R sind die beschrankten, abgeschlossen In-
tervalle [a,b] sowie die unbeschriankten, abgeschlossen Intervalle [a,+00), (—o0,b] und
(—00,400) (Ubungsaufgabe: Beweis, dass es abgeschlossene Mengen sind!)

1.1.15 ﬂbung. Seien I C R ein abgeschlossenes Intervall, f : I — R stetig (auf ganz
I) und ¢ € R. Zeigen Sie, dass die Niveaumengen L¢(c) und die sogenannten unteren
Niveaumengen A¢(c),

Li(c):={zel|f(z)=c} und As(c):={zellf(z)<c}

abgeschlossene Teilmengen von R sind. &

1.2 Haufungspunkte von Zahlenfolgen

1.2.1 Teilfolgen. Sei {a,},en eine Folge reeller Zahlen und nyg < ny < ny < ... eine
aufsteigende Folge natiirlicher Zahlen. Dann heisst die Folge

{an, then = {@nys Qngy ooy Ay - -}

(unendliche) Teilfolge von {a,}nen. &

1.2.2 Definition. Eine reelle Zahl a heisst Haufungspunkt der Folge {a,}nen C R, falls
es eine Teilfolge der Folge{a, }nen gibt, die gegen a konvergiert. O
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1.2.3 Grenzwerte und Haufungspunkte.

Folgende Aussagen ﬁbelj.eine reelle Zahlenfolge {a,, }nen sind einfach einzusehen und sollten
von den Studenten als Ubungsaufgabe gelost werden:

(i) Wenn die Folge {a, }nen gegen a konvergiert, so konvergiert jede ihrer Teilfolgen gegen
a. Mit anderen Worten: Fiir jede konvergente Folge ist ihr Grenzwert ihr einziger
Haufungspunkt.

(ii) @ ist genau dann Haufungspunkt der Folge {a,}nen, wenn zu jedem € > 0 die e-
Umgebung U.(a) := {z € R||z — a|] < £} von a unendlich viele Elemente der Folge
enthalt.

Es sei bemerkt, dass eine Folge mit genau einem Haufungspunkt noch nicht konvergent
sein muss, man betrachte die Folge mit den Gliedern a,, = n - min{0, (—1)"}. &

Eine Folge {a,}nen heisst nach oben beschrankt, nach unten beschrankt bzw. beschrankt,
wenn die Menge reeller Zahlen M = {a, },en die betreffende Eigenschaft hat.

1.2.4 Satz. Jede beschrankte und monotone Folge reeller Zahlen ist konvergent. &

Beweis. Sei {a,}neny monoton wachsend, d.h., a, < a,y; fir alle n. Da die Folge
beschrankt ist, existiert

b = sup{a, }nen-

Wir zeigen b = lim,, .., a,. Dazu sei ¢ > 0 beliebig, aber fest. Weil b — ¢ keine obere
Schranke von {a, },en ist, existiert ein m, so dass

am >b—¢.
Wegen der hier vorausgesetzten Monotonie folgt erst recht
a, >b—e¢, also a, —b> —cVYn >m.
Andererseits ist fiir alle n offenbar b > a,, und somit a,, — b < 0 < ¢ erfiillt, womit folgt
la, —b] <eV¥n>m.

Da ¢ beliebig gewéhlt war, folgt b = lim{a, },en aus der Grenzwertdefinition. Ist {a, }nen
monoton fallend, zeigt man analog, dass a = inf{a, }nen der Grenzwert der Folge ist. O

1.2.5 Ubung. (Die Zahl e.) Man zeige unter Anwendung von Satz 1.2.4, dass die Folge
a, = (1+ %)” konvergiert. Man definiert dann e := lim,, (1 + )™ &

n
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1.2.6 Ijbung. Zeigen Sie, dass jede konvergente reelle Zahlenfolge beschrankt ist und
geben Sie ein Beispiel dafiir an, dass die Umkehrung nicht gilt. &

1.2.7 Satz. (Satz von Bolzano-Weierstrass). Jede beschrankte Folge {a, }nen reeller
Zahlen besitzt einen Haufungspunkt. &

Beweis: Wir wihlen aus {a, },en in folgenden Schritten eine Teilfolge:
SO ny =1, k:=1,
S1 by, :=sup{a,|n > ni},
S2 wahle ngq > ng mit by > ap,,, > by — %, setze k := k + 1, gehe zu S1.

Der Auswahlschritt S2 ist nach Korollar 1.1.13 gerechtfertigt. Die Folge {by } ist wohldefiniert
und beschrankt, da das Supremum jeweils iiber Teilmengen der beschrankten Folge {a, }nen
gebildet wird. Sie ist offenbar monoton fallend. Nach Satz 1.2.4 hat {b} einen Grenzwert
b. Folglich konvergiert auch b, — % gegen b.

Es bleibt zu zeigen, dass die geméss S2 ”eingeschachtelte” Teilfolge {ay,, } auch gegen b
konvergiert.

Sei ¢ > 0 beliebig, aber fest. Dann existieren ein k&’ und ein k", so dass

1
by —b<e Vk>FK und bk_b_E>_€ Vk > K,

also mit k* = max{k', K"}

1
—e<bi— b <an,, —b<b—b<e VKK

was 7U zeigen war. O

1.2.8 (Einschachtelungsprinzip). Der letzte Teil des Beweises geht analog, um Folgendes
zu beweisen: Seien {a, fnen, {bn fneny und {¢, }nen reelle Zahlenfolgen mit a,, < ¢, < b, Vn
und gilt @ := lima,, = lim b,,, so konvergiert auch {c,} gegen a. &

1.2.9 Definition. Sei {a,}nen eine beschriankte Folge reeller Zahlen. Dann heissen ihr
grosster bzw. kleinster Haufungspunkt Limes superior bzw. Limes inferior dieser Folge.
Statt lim sup ist auch die Schreibweise lim, statt lim inf auch die Schreibweise lim iiblich.
Ferner setzt man

limsupa, := +oo, falls {a,} nach oben unbeschrankt ist,
liminfa, := —oo, falls{a,} nach unten unbeschriankt ist.
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1.2.10 Eigenschaften von limsup und liminf. Sei {a,} eine reelle Zahlenfolge. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

1. Es gilt inf{a, }neny < liminfa, < limsupa, < sup{a,}nen-

2. Ist {a,} konvergent, so gilt lim a,, = liminf a,, = lim sup a,,.

3. Sind liminf a,, und lim sup a,, endlich und gilt a := liminf a,, = limsupa,, so ist a

Grenzwert von {a,}.
Zu Aussage 1.: Ist {a,} beschrinkt, so ergibt sich die mittlere Ungleichung aus der Defini-
tion, die dusseren Ungleichungen aus den Definitionen von Infimum und Supremum einer
Menge in R. Ist die Folge unbeschrankt, so sind die Ungleichungen trivial.

Zu Aussage 2.: Ist {a,} konvergent, so ist die Folge beschrankt und hat genau einen
Haufungspunkt, wie wir schon wissen.

Zu Aussage 3: Ist € > 0 beliebig, dann gentigen fast alle Elemente a, der Ungleichung
la, — a| < e. Das sieht man so (indirekter Beweis): Wire das nicht der Fall, wiirde
es eine unendliche (aber auch beschrénkte) Teilfolge {a,, } von {a,} mit |a,, —a|] > €}
geben, die nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass dann einen Haufungspunkt b hétte,
wobei |a — b] > . Nun ist b aber auch Haufungspunkt von {a,} - im Widerspruch zur
Voraussetzung. &

1.2.11 Satz. (Quadratwurzeln). Seien a > 0 und xy > 0 reelle Zahlen, und es sei

Tost = 5@+ —), n=0,1,2,...
Dann konvergiert die Folge {x,} gegen die Quadratwurzel von a, d.h. gegen die eindeutig
bestimmte positive Losung der Gleichung z* = a. &

Beweisidee. Man zeige zunéchst, dass die Folge {x,, },en monoton fallend und beschrénkt
ist und 0 < a/x; < x, < 21 (Vn > 1) gilt, zum Beweis vergleiche man O. Forster,
Analysis 1, Satz 1 in §6. Damit konvergiert {z,} gegen ein z > 0, und es folgt nach den
Rechengesetzen fiir Folgen

. 1 a 1 a

Andererseits gilt auch lim z,,; = x, also haben wir

r=5(x+ 2) und somit 2% = a.
x

DN |—

Diese Gleichung hat offenbar eine eindeutige Losung, denn 2% = a und y? = a implizieren

0=2>—y*>=(z—y)(xr+y), was wegen x +y > 0 auf z = y fiihrt. O

Das in diesem Satz angegebene Iterationsverfahren kannten schon die Babylonier, die damit
Quadratwurzeln natiirlicher Zahlen naherungsweise bestimmt haben. Das Verfahren kon-
vergiert sehr schnell, es ist ein Spezialfall des vielleicht aus der Schule bekannten Newton-
Verfahrens.
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1.2.12 Ubung. (O. Forster, Analysis 1, Aufgabe 6.6; Losung im Ubungsbuch). Man

berechne
\/1+\/1+\/1+\/1+...,

d.h. den Grenzwert der durch ay := 1, a,41 := /1 + a, iterativ definierten Folge.

Fiir die, die es allein probieren wollen: Der Grenzwert ist a = %‘F’ (goldener Schnitt
a:1=1:(a—1),a>1). Man zeigt dazu, dass {a,} monoton wachsend und beschrinkt
ist und wertet die Definitionsgleichung a, 1 := /1 + a,, (Quadrieren!) aus. &

1.2.13 Ubung. (P. Kall, Analysis fir Okonomen, §2.4) Gegeben seien die Folgen {a,},
{b,} und {c,}, die wie folgt definiert sind:

an = 2"Y" und b, = n(1 + (—1)") sowie ¢, = n modulo 4 +27", n € N.
Bestimmen Sie fiir jede dieser Folgen alle Haufungspunkte und dazugehorige konvergente
Teilfolgen sowie den Limes inferior und den Limes superior. &

1.3 Unendliche Reihen

Der Aufbau dieses Abschnitts entspricht dem von §7 in O. Forster, Analysis 1 bzw. §2.5
in P. Kall, Analysis fiir Okonomen , man kann dort auch alle Beweise finden. Ausgewéhlte
Beweise werden in der Vorlesung gegeben.

1.3.1 Definition. Gegeben ist eine reelle Zahlenfolge {a}renuqoy- Die Folge {sy }nenutoy
der Partialsummen

Sn ::Zak:a0+a1+...+am
k=0
heisst (unendliche) Reihe mit den Gliedern ay und wird kurz durch
D
k=0

dargestellt. Wir sagen, dass eine unendliche Reihe gegen einen Wert s konvergiert,
falls die Folge der Partialsummen gegen s konvergiert. Man schreibt in diesem Falle

S= ook &

Hinweis: Unendliche Reihen konnen auch von & = 1 (oder einem anderen ganzzahligen
Index) ab aufsummiert werden. Sofort aus der Konvergenzdefinition folgt fiir jede konver-

. [ele} n . o0
gente Reihe, dass ) " qar — > p_oar = Zk:nH ak.

1.3.2 Ubung. (Geometrische Reihe) Sei z eine reelle Zahl mit |z| < 1. Zeigen Sie
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mit Hilfe der Summenformel fiir die Partialsummen ), _, z*. &

1.3.3 Satz. (Cauchy-Kriterium) Die Reihe ) ;- a; konvergiert genau dann, wenn zu je-
dem e > 0 ein n' existiert, so dass

| D> ak | <e Yn>m>n'. &

Beweis. Die Behauptung besagt, dass die Partialsummen eine Cauchy-Folge bilden.
Damit folgt der Satz aus der Vollstandigkeitseigenschaft 1.1.5 der reellen Zahlen und Satz
1.1.4. 0

1.3.4 Satz. (notwendige Bedingung) Wenn die Reihe )}, a) konvergiert, dann ist die
Folge {ay }k—oo €ine Nullfolge. &

Beweis. Setze im Cauchy-Kriterium m = n. O

1.3.5 ["J'bung. Zeigen Sie am Beispiel der harmonischen Reihe Y - %, dass die Umkehrung
von Satz 1.3.4 nicht gilt. &

1.3.6 Satz. (nichtnegative Glieder) Die Reihe )", ay mit a; > 0 Vk konvergiert genau
dann, wenn sie beschrankt ist. &

Beweis. Offenbar ist die Folge der Partialsummen monoton wachsend. Wenn sie beschrankt
ist, ist sie folglich nach Satz 1.2.4 konvergent. Andererseits ist eine konvergente Folge
beschrankt, wie wir wissen. O

1.3.7 ﬂbung. Man zeige, dass die Reihe > 7, # konvergiert. Hinweis: Man zeige, dass
die Partialsummen s,, beschrankt sind. &

1.3.8 Satz. (Leibniz-Kriterium iiber alternierende Reihen) Ist {ax} eine monoton fallende
Nullfolge mit a;, > 0 Vk, dann konvergiert die alternierende Reihe Y ° (—1)*ay,. Fir den
Grenzwert s und die Partialsummen s, gilt dann die Abschdtzung |s, — s| <1 &

Den Beweis entnehmen Sie bitte der angegebenen Literatur.

1.3.9 Beispiel. Die alternierende harmonische Reihe

-1 k—1
PR

00
k=1

konvergiert offenbar nach dem Leibniz-Kriterium. Wir sehen dann in einem spéteren Kapi-
tel, dass der Grenzwert gerade die Zahl In 2 ist. &
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1.3.10 Definition. Eine Reihe ) ;- a; heisst absolut konvergent, falls die Reihe der
Absolutbetrage >, |ax| konvergiert. &

1.3.11 Sofort aus der Definition, der Ungleichung

n n
NS
k=m k=m

und dem Cauchy-Kriterium folgt die Aussage:

FEine absolut konvergente Reihe konvergiert auch im gewohnlichen Sinne.

Die Umkehrung gilt natiirlich nicht, wie die alternierende harmonische Reihe zeigt. &

1.3.12 Satz. (Majorantenkriterium) Ist Y. ¢, mit ¢, > 0 Vk eine konvergente Reihe,
so konvergiert die Reihe Y, , a) absolut, falls

|ak| <c¢ VkeNU {0}
Bemerkung: Die Reihe ) ¢, heisst dann Majorante von ) a. &

Beweis. Da > ¢; das Cauchy-Kriterium erfiillt, gibt es zu jedem € > 0 ein n/, so dass mit
lag| < ¢ fiir alle k gilt:

n n
Vnzm>=n': > o= Y axl,
k=m k=m

also erfiillt auch »".°  |ax| das Cauchy-Konvergenzkriterium und ist folglich konvergent.
O

1.3.13 Weitere hinreichende Kriterien:
1. Quotientenkriterium

Ist "2, ai eine Reihe mit a;, # 0 fiir £ > n/ mit n’ € N und gibt es eine Zahl
7 mit 0 < 7 < 1, so dass

QR+1
Qg

<7t Vk>n,

dann konvergiert die Reihe ) a; absolut.
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2. Wurzelkriterium

Ist Ziio aj eine Reihe mit a; > 0 Vk und gibt es ein &/ € N und ein 7 mit
0 <7 <1, so0 dass
Moy <t VE>F,

dann konvergiert die Reihe > ay.
3. Integral-Vergleichskriterium

Sei f : [1,400) — [0,4+00) eine monoton fallende Funktion. Dann konvergiert
Y rey f(k) genau dann, wenn das uneigentliche Integral floo f(z)dx konvergiert.

Zum Beweis von 1. und 2. vgl. P. Kall, Analysis fir Okonomen oder K. Marti/D.Gréger,
Grundkurs Mathematik, zum Beweis von 3. (auch von 1.) vgl. O. Forster, Analysis 1.

&

1.3.14 Beispiel. (Exponentialreihe: alternative Definition der Zahl e) Fiir jedes z € R

ist die Ezponentialrethe
© _k
x
exp (z) = E iz
k=0

absolut konvergent, wie man leicht mit dem Quotientenkriterium tiberpriift. Man zeige
X

exp (1) =e und exp (z) =e

mit e := lim,, (1 + %)" als Ubung. &

1.3.15 Ubung. Zeigen Sie, dass (vgl. Quotientenkriterium) die Existenz eines n’ € N mit

a
ay 0, =<1 VE>n/
aj
nicht hinreicht, dass ) aj konvergiert. Hinweis: harmonische Reihe. &

1.3.16 Ubung. (K. Marti/D.Griger, Grundkurs Mathematik) Man untersuche das Kon-
vergenzverhalten der folgenden Reihen:

o1+ttt

el 243y 4 E4

e G+ +GH+)P+GH+ G+
o1 2x+a% 223 +a* 225+ — ..., wobeix €R.



Kapitel 2

Funktionenfolgen und -reihen

2.1 Konvergenz und gleichmassige Konvergenz
Dieser Abschnitt lehnt sich eng an §21 in O. Forster, Analysis 1 an.

2.1.1 Im vorigen Kapitel stiessen wir bereits auf die Exponentialreihe

k

e
€= Z k'’
k=0
die man auch durch eine Folge der (Partialsummen-)Funktionen

nk
sp(x) = Z % (Polynome)
k=0

ersetzen kann: Fir jedes festgehaltene z € R ist die Folge {s,(z)}, wie wir wissen, (ab-
solut) konvergent gegen die Zahl e®*. Mit anderen Worten: Die Folge von Funktionen
{5n(*) }n=o1.... konvergiert punktweise gegen die Exponentialfunktion. Es gilt also

Zu jedem z € R und jedem € > 0 existiert ein n' = n'(e, x),

so dass |e® — ) 55| < € fiir alle n > n/ ist.

Eine interessante Frage ist - wir werden sie spater mit ”ja” beantworten - , ob n/ un-
abhéngig von = (aber natiirlich abhéngig von &) gewéhlt werden kann, man spricht dann
von gleichmdssiger Konvergenz der Funktionenfolge. Wir definieren im Folgenden diesen
Begriff sehr allgemein. &

2.1.2 Definition. Sei M eine Menge und f, : M — R, n € N, Funktionen. Man nennt
{fn}nen eine Funktionenfolge und sagt: {f,} konvergiert punktweise (oder einfach
konvergiert) gegen f: M — R, falls fiir jedes © € M die Folge der reellen Zahlen {f,(x)}
gegen f(x) konvergiert, d.h.,

17
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zu jedem x € M und jedem e > 0 existiert ein n’ = n'(e, ),

so dass | f,(z) — f(z)| < e fir alle n > n' ist.
Man sagt: {f.} konvergiert gleichmdssig gegen [ : M — R,

falls zu jedem ¢ > 0 ein n' = n/(e) existiert, so dass

w(x) — f(2)] < e fiir alle x € M und alle n > n’ gilt.
| fol(z) = f(2)] g

Die Folge der Partialsummen {s,(z)}neny mit s,(z) = >0 _, fe(x) heisst Funktionen-
rethe und man schreibt dafiir auch » ;- fr(x), unabhéngig davon, ob sie konvergiert
oder nicht. Die Begriffe der Konvergenz und gleichmassigen Konvergenz einer Funktionen-
reihe beziehen sich dann auf die Funktionenfolge {s,}. Die Funktionenreihe )~ fi(x)
heisst absolut konvergent, wenn fiir jedes x € M die Reihe (reeller Zahlen) Y72 | fi(x)]
konvergiert. &

2.1.3 Beispiel. Gleichmaéssige Konvergenz bedeutet anschaulich, dass die Folge { f.(z)}
fiir alle x aus M gleich schnell gegen f(x) konvergiert. Offenbar folgt aus der gleichméssigen
Konvergenz von { f,,} gegen f die punktweise Konvergenz von { f,} gegen f.

Wir geben jetzt eine Folge von Funktionen von [0,1] in R an, die punktweise, aber nicht
gleichmassig konvergiert (Zeichnung!):

n—nilr—3i falls 0 <z < 2,
fa() :{ (|) al sonst. n (neN, n>2)

Offenbar sind alle Funktionen f,, stetig. Die Folge {f,} konvergiert punktweise gegen die
Nullfunktion f(x) =0, denn:

fir alle n > 2 gilt f,(0) =0,
zu jedem x € (0, 1] gibt es ein n’ > 2, so dass % <x Vn>n/

also ist f,,(z) = 0 fiir alle z und alle n > n’ (n/ hdngt von z ab). Also ist die Folge {f.}
punktweise konvergent gegen f(z) = 0. Die Folge {f,} konvergiert aber nicht gleichméssig
gegen die Nullfunktion, denn fiir kein n > 2 gilt | f,,(x)| < 1 fir alle z € [0, 1]. <&

Man beachte, dass in diesem Beispiel die Grenzfunktion f = 0 der betreffenden Folge
stetiger Funktionen wieder stetig ist. Das ist allgemein nicht so, vgl. Beispiel 2.1.6. Es gilt
jedoch der folgende Satz.

2.1.4 Satz. Sei M eine nichtleere Teilmenge von R und f,, : M — R, n € N, Funktionen,
die in jedem Punkt x° € M stetig sind. Falls {f,} gleichmiéssig gegen eine Funktion
f: M — R konvergiert, so ist auch f in jedem Punkt 2° € M stetig. &
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Beweis. Zur Erinnerung: f ist stetig in einem Punkt 2% € M, falls zu jedem € > 0 ein
0 > 0 existiert, so dass

1f(z) — f(2")| <e, fallsz € M und |z —2°] < 6.

Seien 2 € M und € > 0 beliebig. Da {f,} gleichméssig gegen f konvergiert, existiert ein
v € N, so dass

£, (z) — f(z)| < g Vo e M. (2.1)

Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von f,, gibt es ein 6 > 0, so dass
£ (2) — £,(2°)] < % Vo € M, |z — 20 < 6. (2.2)

Nehmen wir nun ein beliebiges # € M mit |z — 2°| < 4, so folgt nach Dreiecksungleichung

f(z) = @) < |f (@) = fo@)] + | ful@) = fu(@®)] + | £ (2") — £ (")

Der erste und dritte Summand auf der rechten Seite der Ungleichung sind < § nach (2.1),
der mittlere Summand ist auch < £, und zwar nach (2.2). Also folgt |f(z) — f(2°)] < e,
was zu zeigen war. O

2.1.5 Bemerkung. Wir haben im vorhergehenden Beweis gar nicht davon Gebrauch
gemacht, dass M eine Teilmenge der reellen Zahlen ist: Interpretiert man |- | als Norm in
einem Vektorraum und M als Teilmenge dieses Vektorraums, so gelten alle Schliisse vollig
analog. Mehr noch: M konnte Teilmenge eines sogenannten metrischen Raums sein und
|z — 2°| durch den im metrischen Raum definierten Abstand zwischen x und z° ersetzt
werden. . &

2.1.6 Beispiel. Wir definieren eine Folge stetiger Funktionen durch

- <rp< i
x€[071]'_>fn($):{1 " fauso_x_n’

0 falls z > %

Die Folge konvergiert offenbar punktweise gegen die unstetige Funktion

1, falls z =0,
$€[071]’_’f(m):{ 0, fallsz > 0.

Die Folge ist nicht gleichmassig konvergent, da fiir jedes n € N gilt

) = Fo)l = lfal) = 0l = 5
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2.1.7 Ijbung. Man zeige, dass die Folge der Polynome
folz) =2", z€]0,1] (neN),

punktweise, aber nicht gleichmassig konvergiert. &

2.1.8 Man betrachte den Vektorraum Cla, b| der auf dem Intervall [a, b] stetigen Funk-
tionen g mit der Maximumnorm

19llec = max{lg(x)] |z € [a,b]},

dann lésst sich gleichméssige Konvergenz einer Folge stetiger Funktionen f, : [a,b] — R
gegen eine stetige Funktion f : [a,b] — R offenbar auch durch

T [~ e =0
ausdricken. 0]

2.1.9 Satz. (Vertauschung von Limesbildung und Integration) Seien die Funktionen f,, :
la,b] — R, n € N, auf ihrem Definitionsintervall stetig. Falls die Folge {f,} gleichméssig
gegen eine Funktion f : [a,b] — R konvergiert, so gilt

b b
/ flz)dz = lim [ f,(z)dz, (2.3)
d.h., Limesbildung und Integration lassen sich vertauschen. &

Beweis. Nach Satz 2.1.4 ist f wieder stetig und damit integrierbar. Nach den Rechenregeln
fiir Riemann-Integrale gilt

/ab folz)dx — /ab f(z)dz

wobei || - || die eben eingefiihrte Norm ist. Wegen der gleichméssigen Konvergenz gilt
| fn = flloo — 0 mit n — oo, was den Satz beweist. O

b
s/Nﬁm»—ﬂmes@—amn—ﬂu,

2.1.10 Bemerkung. Vorsicht!! Unter punktweiser (aber nicht gleichmdssiger) Konver-
genz darf man Limesbildung und Integration nicht vertauschen. Betrachte Beispiel 2.1.3:

n—n?z—21 fals0<z<?2
n n’

f"(@:{ 0 falls2 <z <1 (ENR22)

Dann gilt
1 1 1
/ folz)de =1 ¥n > 2, / lim f,(x)]dx = / Odx = 0,
0 0 0

also gilt die Formel (2.3) nicht! &
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2.1.11 Satz. (Vertauschung von Limesbildung und Differentiation) Seien die Funktionen
fn : [a,b] = R, n € N, auf ihrem Definitionsintervall stetig differenzierbar. Falls die
Folge {f,} punktweise gegen eine Funktion f : [a,b] — R konvergiert und die Folge der
Ableitungen f! : [a,b] — R gleichméssig konvergiert, dann ist f differenzierbar und es gilt

f'(z) = lim f!(z) Vzx € la,b], (2.4)
d.h., Limesbildung und Differentiation lassen sich vertauschen. &

Beweis. Sei p = lim f/,. Dadie f! stetig sind und { f/,} gleichméssig konvergiert, ist ¢ nach
Satz 2.1.4 auch stetig auf [a, b]. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
gilt

fn(x) = fula) +/ fr(t)dt Yz € [a,b].
Nach Satz 2.1.9 gilt fiir jedes x € [a, b]

/f t)dt — )dt  fiir n — oo,

und es folgt wegen der punktweisen Konvergenz von {f,} gegen f, dass

Also ist f eine Stammfunktion von ¢, d.h.; es gilt f' = . O

2.1.12 Bemerkung. Vorsicht!! Selbst wenn die Folge {f,} gleichméssig gegen f :
l[a,b] — R konvergiert, die Folge der Ableitungen f/ : [a,b] — R aber nur punktweise
konvergiert, darf man Limesbildung und Differentiation nicht vertauschen. Betrachte fol-
gendes Beispiel:

folz) = %sin(nx), reR (neN).

Dann gilt offenbar sup,g | fn(z)| = £, d.h., {f,} konvergiert gleichméssig gegen die Null-
funktion f = 0. Die Folge der Ableitungen

[ (z) = cos(nx)
konvergiert aber z.B. fiir x = 7 gar nicht, also gilt auch die Formel (2.4) nicht! &

2.1.13 Satz. (Gleichméssige Konvergenz einer Funktionenreihe) Ist >"/7 ay eine kon-
vergente Reihe positiver Zahlen aj, und Y . gi(x), * € M C R, eine Funktionenreihe
mit
9:@)] < @y VE Ve € M,
dann konvergiert Y, gi(x) absolut und gleichméssig gegen eine Funktion G : M — R.
&
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Beweis. Zu jedem z € M konvergiert wegen |gix(z)| < ap Vk nach dem Majorantenkri-
terium die Reihe ). gx(z) absolut gegen einen Wert G(z) und definiert so eine punkt-
weise Grenzfunktion. Andererseits gilt

G(2) =Y @)l =1 Y a@)]<| Y a

mit \ZZ’LW ax| = ‘Zio:oak_zzzoaﬂ — 0 fiir n — oo. 0

2.1.14 Definition. Sei a € R und {ay}x—o1,.. eine Folge reeller Zahlen. Dann nennt man

flz) = Z ap(x — a)* (2.5)
k=0
eine Potenzreihe. Die Zahl
R(f) :=sup{|z — al| Z ar(r — a)* konvergiert}

k=0

heisst Konvergenzradius der Potenzreihe. Das Intervall um a, in dem die Potenzreihe
konvergiert, heisst Konvergenzintervall, d.h., ausserhalb des Konvergenzintervalls ist f(x)
in (2.5) nicht definiert. Der Begriff ”Konvergenzintervall” wird durch den folgenden Satz
motiviert. &

Bezeichnung:
B(a,r):={z e R | |z —a|] <r}.

2.1.15 Satz. Die Potenzreihe

konvergiere in einem Punkt £ # a, und es sei r eine reelle Zahl mit 0 < r < |{ — a|. Dann
konvergiert die Potenzreihe absolut und gleichmassig auf B(a,r) !. Ferner gilt, dass auch
die gliedweise differenzierte Potenzreihe Y - kay(x — a)*~' absolut und gleichméssig auf
B(a,r) konvergiert, und zwar gilt

f(z) = Z kap(z — a)*'  Vx € B(a,r).

&

'd.h., wenn = — fi(z) = ar(z — a)* und f als Funktionen von B(a,r) in R angesehen werden, so
konvergiert Z;CZO fr absolut und gleichméssig gegen f.
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Beweis. Seien ¢ und r wie vorausgesetzt sowie fi(z) = ap(z — a)*. Da Y ;7 fr(€)
konvergiert, ist die Folge {fx(£)} eine Nullfolge, und es existiert also ein ¢ > 0, so dass

| fu(§)] < c VE.

Fiir einen beliebigen Punkt x € B(a,r) haben wir dann mit ¢ = r/|§ —a| (also 0 < ¢ < 1)

k

Ik
[z — al r <qu'

oo = Ol =

Wegen ¢ < 1 stehen auf der rechten Seite der Ungleichungskette die Glieder der geome-
trischen Reihe D77, cq®, die ja bekanntlich konvergiert. Damit sind die Voraussetzungen
von Satz 2.1.13 erfiillt, also konvergiert Y, fx absolut und gleichméssig auf B(a,r).

)1

|fiu(@)] = lar(€ — a)"|

Fiir den Beweis der zweiten Aussage nutzen wir f,(z) = kag(x —a aus und erhalten

mit den gleichen Abschéitzungen fiir alle z in B(a, )

|fo(@)| < keg™

Betrachten wir nun die Reihe s := "2 | kcg¢* ! (mit positiven Gliedern) und wenden wir
auf sie das Quotientenkriterium an. Es gilt unter Beachtung von 0 < ¢ < 1:

k+1 1 1—gq 1 1—¢q 2q
< —q < —— <1, falls = < Iso falls & > ——.
2 q_q—i-kq_q—ir 5 ,ask_ 2q,asoas Z 1,

(k + 1)eq®
keqh—1

Mit 7 = ¢+ (1 — ¢)/2 = (¢ + 1)/2 ist das Quotientenkriterium 1.3.13 erfiillt, also ist s
endlich. Damit kann wieder Satz 2.1.13 angewendet werden: die Reihe Y 7~ f konvergiert
gleichméssig auf B(a,r), und zwar nach Satz 2.1.11 gegen f’. O

2.1.16 ﬂbung. Zeigen Sie, dass die Exponentialreihe gleichmassig konvergent auf jedem
Intervall [a, b] ist. Nutzen Sie das aus, um zu zeigen, dass (e*)’ = e” gilt. O

2.2 Taylorreihen

Fiir diesen Abschnitt empfehlen wir als Literatur O. Forster, Analysis 1, §22, P. Kall,
Analysis fiir Okonomen , §4.3 bzw. K. Marti/D.Gréger, Grundkurs Mathematik , §33.

Wir betrachten im Folgenden Funktionen f: I C R — R, wobei I ein (nicht auf einen
Punkt entartetes) Intervall ist und gegebenenfalls die Differenzierbarkeit in einem Rand-
punkt von [ als einseitige Differenzierbarkeit aufgefasst wird.

Wie iiblich bezeichnen wir mit f®(z) (k > 1) die k-te Ableitung von f im Punkt z
und setzen f©(x) := f(x). Durch k! ist k Fakultiit definiert, wobei wie iiblich 0! := 1
gesetzt wird.
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2.2.1 Satz. (Repetition aus der Mathematik I: Satz von Taylor).

Sei f: 1 CR — R eine (n + 1)-mal differenzierbare Funktion und a € I. Dann gibt es zu
jedem x € I\ {a} ein £ im offenen Intervall zwischen a und x, so dass

f(x) = P,(x) + R,(x) (2.6)
gilt, wobei

fE)
(n+1)!

(z —a)* und R,(x) = et

(r—a

ist. &

Bemerkung. Den Beweis zu dieser Form des Satzes findet man in K. Marti/D.Gréger,
Grundkurs Mathematik, auch in P. Kall, Analysis fiir Okonomen. In O. Forster, Analysis
1 wird zusitzlich die Stetigkeit von f™*1) vorausgesetzt und benutzt, das ist aber nur der
dort verwendeten Beweistechnik iiber den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
geschuldet. Wir erinnern daran, dass aus der Existenz von f"*1(z,) die Stetigkeit von
f™ in x, folgt, aber natiirlich noch nicht die Stetigkeit der (n 4 1)-ten Ableitungsfunktion
FOH) in .

2.2.2 Definition. Die Bezichung (2.6) (ebenso die unten angegebene Beziehung (2.7))
heisst Taylor-Formel n-ter Ordnung oder Taylor-Entwicklung von f bis zur Ordnung n,
P,(x) heisst n-tes Taylor-Polynom von f, R,(x) heisst Lagrange-Form des Restglieds der
Taylor-Formel n-ter Ordnung . &

2.2.3 Bemerkung. Ist f: I C R — R eine n-mal differenzierbare Funktion (hier muss
die Existenz der (n + 1)-ten Ableitung nicht vorausgesetzt werden) und a € I, dann ist
eine andere tbliche Version der Taylor-Formel die Folgende, die mit dem sogenannten
Landau-Symbol o(-) geschrieben wird, namlich

"L f®)(a 0
f(z) = Z ! k:'( )(:c —a)* +o((x —a)"), wobei 11_{%%) = 0. (2.7)

Wenn man die Stetigkeit von f(™ zusitzlich voraussetzt, folgert man das sofort fiir jedes
x € I\ {a} aus der Taylor-Formel (n — 1)-ter Ordnung mit Lagrange-Restglied

Rua(w) =1 ® (@

da der Term




2.2. Taylorreihen 25

dann — da f(™ stetig — gegen 0 strebt (man beachte, dass £ von = abhéingt, aber zwischen
a und z liegt).

Der allgemeine Beweis ohne die Zusatzvoraussetzung findet sich z.B. im klassischen Lehrbuch

von G.M. Fichtenholz, Differential- und Integralrechnung, unter dem Stichwort Peano-
Restglied. &

2.2.4 Definition. Sei f : [ — R unendlich oft differenzierbar und a € I. Dann heisst

% k) (g

k!
k=0

die Taylorreihe der Funktion f im Entwicklungspunkt a (unabhingig davon, ob der
Konvergenzradius grosser als 0 ist). &

2.2.5 Bemerkungen. (i) Offenbar gilt T'(z) = f(x) fiir gegebenes « genau dann, wenn
lim, o R,(z) = 0. (ii) Hat die oben definierte Taylorreihe den Konvergenzradius R, so
konvergiert sie fiir jedes 0 < r < R (als Potenzreihe) gleichméssig auf B(a, ). &

2.2.6 Beispiel. Falls die Taylorreihe der Funktion f konvergiert, so muss sie nicht gegen
f konvergieren. Man betrachte

—2
Je™ 7, fallsx #0
fla) = { 0, falls z = 0.

Man kann mit etwas Miihe zeigen, dass f unendlich oft differenzierbar ist und im Nullpunkt
jede Ableitung den Wert Null hat. Damit ist die Taylorreihe von f im Entwicklungspunkt
0 identisch Null, wahrend natiirlich f nicht die Nullfunktion ist.

Man vgl. O. Forster, Analysis 1, Beispiel (22.2). &

2.2.7 Satz. Seien a € R und {b;} C R sowie

f(z) =) ble—a)*

eine Potenzreihe mit positivem (oder unendlichem) Konvergenzradius R. Dann ist die Tay-
lorreihe der Funktion f mit Entwicklungspunkt a, falls man sie auf den Definitionsbereich
(a — R,a + R) einschrinkt, gleich dieser Potenzreihe und konvergiert somit gegen f &

Beweisidee. Man wendet wiederholt die gliedweise Differentiation der Potenzreihe an und
erhalt prazise die Taylorreihe. O
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2.2.8 Taylorreihen von Standardfunktionen.

Fiir alle z € R konvergieren die Taylorreihen (jeweils im Entwicklungspunkt 0)

e’ = g —
k!
k=0

i X x?k‘-l—l
sinx = (—1)——+
2 ey )
o N $2k
cosr = Z(—l) 2]
k=0
. 1 . . o $2k_1
Slnh$:§(€ — € ) = Zm
k=1
e 2k

1
coshx = E(ex +e77)

Il
X
11 1
o
N8
™=

Fiir alle x € (—1, 1] konvergiert
]_+ZL' Z k‘ lx
k=1
(wieder im Entwicklungspunkt 0), man vgl. z.B. O. Forster, Analysis 1, §22 bzw. K.
Marti/D.Groger, Grundkurs Mathematik , §33. &

2.2.9 Ubung. Fiir jede der folgenden Funktionen f stelle man die Taylorreihe T'(z) von
f im jeweiligen Entwicklungspunkt a auf:

1. f(x) =Inz, I =(0,2], a = 1. Bitte ohne Anwendung der oben gegebenen Formel!

2. f(z) = (14+2)™', a = 0. Fiir welche x konvergiert die Taylorreihe T'(x), und fiir
welche z gilt dann T'(z) = f(z)?

Zusatzaufgabe: Man berechne direkt oder mit Hilfe von 1. die oben angegebene Formel
fir In(1 + z) und = € (—1,1]. <&
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2.3 Fourierreihen

In diesem Abschnitt geben wir eine kurze Einfiihrung in das Thema Fourierreihen. Es
geht dabei um die Entwicklung einer periodischen Funktion in eine Funktionenreihe mit
den Termen 1, cos kx und sinkxz, k € N. Diese Funktion braucht nur stiickweise stetig
differenzierbar (fiir gewisse Konvergenzaussagen sogar nur stiickweise stetig bzw. Riemann-
integrierbar) zu sein, wéihrend ja die Taylor-Entwicklung zwangsléufig voraussetzt, dass die
zu entwickelnde Funktion unendlich oft differenzierbar ist.

Wir beschranken uns hier auf reelle Fourierreihen und lehnen uns in der Darstellung
eng an das Lehrbuch der Analysis, Teil 2 von H. Heuser, erschienen bei Teubner, an.
Andere Lehrbiicher wie O. Forster, Analysis 1 und Ansorge/Oberle (siehe Literaturver-
zeichnis) verwenden eine Schreibweise mit komplexen Zahlen, die aber auch dem damit
wenig vertrauten Leser keine Miihe bereitet. Der Abschnitt ist folgendermassen gegliedert:

- Repetition aus der Linearen Algebra

- Periodische Funktionen, trigonometrische Polynome und Fourierreihen

- Konvergenz im quadratischen Mittel

- Punktweise und gleichmaéssige Konvergenz

2.3.1 Repetition: Skalarprodukt und induzierte Norm.

Ist in einem Vektorraum V' zu je zwei Vektoren v, w € V eindeutig eine reelle Zahl (v, w)
mit den folgenden Eigenschaften E1 — E4 zugeordnet, so heisst (v, w) Skalarprodukt oder
inneres Produkt der Vektoren v und w:

El. (v, w) = (w,v),

E2. (Av, w) = Mv, w) fiir beliebige A € R,

E3. (u+v,w) = (u,w) + (v,w) fir beliebige u € V,
E4. (v,v) > 0, falls v # o.

Wir benotigen im Folgenden den Vektorraum V' = C[—m, «| der auf [—n, 7] stetigen Funk-
tionen. Dann ist zu f, g € C|—m, 7| mittels

(f.g) = / " f)g(a)da (2.8)

ein Skalarprodukt von f und g zugeordnet. E1 gilt, da man unter dem Integral f(z) und
g(x) vertauschen kann, E2 und E3 gelten nach den Rechengesetzen fiir Integrale. Zu E4:
Wenn f(zg) # 0 fiir mindestens ein xy € [—m, 7| gilt, so gibt es ein € > 0, so dass

fA(x) >0 Vz & [—m, 7] N B(xg,e)

gilt, wobei B(zg, &) = {z ||z — o] < e}. Wegen f2(x) > 0 Vx € [—m, ] folgt dann E4:

/_: f2(x)dz > 0.
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Ist V ein beliebiger Vektorraum, dann heisst eine auf V' definierte reellwertige Funktion
v eV — |y € R eine Norm auf V und die Zahl ||v|| Norm von v, falls die folgenden
Eigenschaften erfiillt sind:

P1. o >0 YveV\{o} (Definitheit)
P2. IAv]] = |A]|lv] fir alle A € R und v € V, (Homogenitit)
P3. lv + wl|| < ||v]| + ||w|| fir alle v,w € V, (Dreiecksungleichung).

Aus P1 und P2 folgt, dass ||v|| = 0 genau dann ist, wenn v = o gilt.
Ist in V' ein Skalarprodukt (-,-) definiert, dann heisst fir v € V

vl = v/ (v, v)

die durch das Skalarprodukt (-,-) induzierte Norm von v.
Sei nun wieder V' = C[—m,7]. Zu f,g € C[—m, 7] ist durch das o.g. Skalarprodukt

mm:[ﬂmww

die sogenannte Lo-Norm

DO —

1= ([ (se)?as)

induziert. Der Ausdruck 5= [ (f(x))? dx heisst quadratisches Mittel (von f auf [—m,]).
&

2.3.2 Repetition: Orthogonalitat und ONS.
Ist V ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -), dann heissen zwei Vektoren v # o und w # o
aus V' orthogonal zueinander, falls (v, w) = 0 gilt. Wir schreiben dann v 1 w.

Sei || - || die durch das Skalarprodukt induzierte Norm. Eine Menge

B={'|iel}CV mit |o|=1Viel und (v',v') =0Vi,j€l:i4#j,

heisst ein Orthonormalsystem (kurz ONS) in V.
Sei nun wieder V' = C[—m, 7). Dann sind (fiir gegebenes n € N) in der Menge

W(n) := {1,cosx,cos2x,...,cosnz,sinz,sin2z, ..., sinnz} C C|—7, ]

je zwei Vektoren zueinander orthogonal beziiglich des Skalarprodukts (2.8). Allgemein gilt



2.3. Fourierreihen 29

fiir ganze Zahlen p, v > 1 namlich, dass

. . ] 0, falls p #v )
J7_sinpz sinveds = { x falls j = v
[T sinpz cosvadr =0
” 0, falls p #v
J7 cospx cosvrdr = { x falls j = v (2.9)
7 1-sinpzde = 0
J7 1-cospzdr = 0

f_ﬁﬂld:c = 2m.

Wir rechnen zur Ilustration das erste und dritte Integral in (2.9) fiir 4 # v aus, die
restlichen sind zur Ubung empfohlen. Partielle Integration

/ wvdr = [uwv]™ — / wv'dr
liefert

/7T cos(vz) cos(px)dr =

—T

—T

/ " sin(va) sin(uz)de = {

14

[% sin(vz) cos(,u:c)] : - / " L in () (< pusin(ua))da

—T

0+/ Hsin(yx) sin(pz)dz,

v

—T

14

14

=L os(ua) sin(;w)} :r - / "L o) (it cos(p))da

—T

™

= O+/ Hcos(yx)cos(ux)dx,

LV
also

/7r cos(vx) cos(ux)dr = L /7r sin(vz) sin(uz)dr = il /7r cos(vx) cos(px)dz.

—T 4 —T vv —T

Wegen p # v folgt daraus ["_ cos(va)cos(ux)de = 0, was mit der letzten Zeile auch
J7_ sin(vz) sin(pa)de = 0 impliziert.
Aus W(n) wird durch Normierung ein ONS, und zwar ist
—~ 1 1
Wmn) ={—=} U {—=coskx, —=sinkx}}_, C C|—m, =«
ein ONS. &
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2.3.3 Periodische Funktionen. Eine Funktion f : R — R heisst periodisch mit der
Periode T' > 0, falls

fle+T)= f(z) firallexeR.

Dabei werden wir uns im Folgenden auf periodische Funktionen mit Periode 27 beschrénken,
denn eine Variablentransformation ergibt eine Funktion F' mit

T 21

Flz)=f (% x) und umgekehrt  f(z) = F (? 95) .

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir eine 27-periodische Funktion f auf dem
Intervall [—7, 7) betrachten und sie uns 2m-periodisch fortgesetzt denken.

2.3.4 Trigonometrische Polynome. Seien 7,71,...,%,01,---, 0, gegebene reelle
Zahlen. Eine Funktion

on(T) = % + ;('yk coskx + frsinkz), x € R,
heisst trigonometrisches Polynom der Ordnung n. Der Ausdruck

70 = .
5 + Z(’yk coskx + fysinkz), = € R,
k=1
heisst trigonometrische Reihe (unabhéngig davon, ob sie konvergiert oder nicht). O
2.3.5 Wir werden nun zeigen, dass die Koeffizienten 7, und S einer trigonometrischen

Reihe eine spezielle Form haben, wenn diese Reihe gleichméssig gegen eine Funktion f(x)
konvergiert.

Satz. Die trigonometrische Reihe

% + Z(% coskx + fBysinkz), = € R,

00
k=1

sei auf dem Intervall [—7, 7] gleichméssig konvergent gegen eine Funktion f(z). Dann gilt

1 s

T = ap = — f(z)coskxdr (k=0,1,2,...), (2.10)
T™J %
1 s

B = by = — fx)sinkzdr (k=1,2,...). (2.11)
™ —T

&
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Beweis. Die Partialsummen f,(z) = %2 + >"; (v cos kx + (B sin kz) sind als trigonome-
trische Polynome stetig auf [—m, 7], also ist wegen der Voraussetzung der gleichméssigen
Konvergenz die Grenzfunktion f stetig auf [—m,nw]. Da {f,} gleichméssig gegen f kon-
vergiert, konvergieren fiir jedes feste k die Folgen {f,(x) cos kz} und { f,(x)sin kz} gleich-
maéssig gegen f(x)coskx bzw. f(z)sinkz und Limesbildung und Integration lassen sich
vertauschen, also z.B.

s

lim fo(z) coska dx = f(z)coskx dx. (2.12)

n—oo
—T

Wir rechnen aus (k fix)

fo(z)coskr de = / (% + Z(% cosvx + (3, sin VI)) cos kx dx
- - v=1

. coskx dx

—l—Z (”yl,/ cosvx cos kx dx —|—ﬁl,/
v=1 -

—T

™
sin vx cos kx dx) ,

was nach (2.12) und (2.9)

i | v falls k=0,
/_7T f(w)coske dr = { e falls k> 0,

ergibt. Analog folgt 3, = b fiir k € N. O

2.3.6 Leider gilt die Umkehrung des Satzes nicht: Ist eine periodische Funktion f stetig,
so ist die trigonometrische Reihe (d.i. ihre Fourierreihe) % + 3 (ay cos kx + by sin kx)
nicht punktweise, geschweige denn gleichmassig konvergent.

Es ist aber nicht so einfach, ein Gegenbeispiel anzugeben, seine Diskussion erfordert
etwas Aufwand, vgl. z.B. Fichtenholz, Differential- und Integralrechnung, Teil 3, Stichwort
Singularititen von Fourierreihen. P. du Bois-Reymond (1876) gab erstmals das Beispiel
einer stetigen Funktion an, deren Fourierreihe nicht in allen Punkten konvergiert. H.
Lebesgue (1906) gab das Beispiel einer stetigen Funktion an, die zwar punktweise, aber
nicht gleichmassig konvergiert.

A.N. Kolmogorov (1926) zeigte fiir eine spezielle Lebesgue-integrierbare Funktion, dass
ihre Fourierreihe tiberall divergent ist. Es war lange unklar, ob es nicht sogar eine spezielle
stetige Funktion gibt, die das gleiche Verhalten zeigt.

Erst 1966 bewies C. Carleson, dass das bei stetigen Funktionen nicht sein kann: sie
haben stets eine " fast tiberall” (bedeutet hier: bis auf eine Menge vom Masse 0) punktweise
konvergente Fourierreihe. &
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2.3.7 Definition. Sei f eine 27-periodische Funktion, die auf dem Intervall [—m,7]
Riemann-integrierbar 2 ist. Sind a; (K = 0,1,2,...) und by (k = 1,2,...) die Zahlen
aus (2.10) und (2.11), so heissen sie Fourierkoeffizienten zu f und die trigonometrische
Reihe .
% + Z(ak cos kx + by sin kx)
k=1
heisst Fourierreihe zu f, wir driicken das symbolisch aus durch

e}

f(z) ~ % + Z(ak cos kx + by sin kx),
k=1

was offen lasst, ob bzw. in welchem Sinne die Reihe konvergiert. <&
2.3.8 Fourierkoeffizienten bei Periodenlange T. Sei T' > 0. Ist f eine T-periodische,

auf [0, 7] Riemann-integrierbare Funktion, so modifizieren sich die Fourierkoeffizienten zu
f wie folgt:

D) T
ai = T/ f(z)cos(kwz)dx (k=0,1,2,...), (2.13)
0
- 9 (T
by = T/ f(z)sin(kwz)dx (k=1,2,...). (2.14)
0
Dabei ist w = (2m) /T, die sogenannte Kreisfrequenz. O

2.3.9 Ubung. Sei f auf [—7, 7] Riemann-integrierbar und dort gerade oder ungerade.
Man zeige, dass in der Fourierreihe von f dann by =0, k =1,2,..., gilt, falls f gerade ist
sowie a, =0, £k =0,1,2,..., gilt, falls f ungerade ist. &

In der Vorlesung werden wir die Begriffe Periodische Funktion und Fourierreihe graphisch
illustrieren.

2.3.10 Beispiele.
Beispiel 1: Sei f(z) = 2%, x € [—7,7), mit 2m-periodischer Fortsetzung. Die Funktion
ist gerade, also gilt b, = 0 fiir alle k£, und man rechnet aus: ag = (2/3)7? sowie

4
akz(—l)k@, k=1,2,....

Die Fourierreihe ist also

w2 dcosxr 4cos2x

J@)~ 5 = 22

2d.h., f ist beschriinkt und das Riemann-Integral von f existiert iiber [—, 7]
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2 -T T 2n
Approximation durch Fourierreihe

Beispiel 2: Betrachte die Sagezahnfunktion
—x, fallsx € (—m, 7
g(x) = { mm

0 falls x = —m,

mit 27-periodischer Fortsetzung. Diese Funktion ist ungerade, und man hat a; = 0,
k=0,1,2,..., und man rechnet aus

2
k ( ) ]{?’ ) “y
Die Fourierreihe ist dann

g(x) ~ —=2sinz 4 sin 2x — (2/3)sin3x + — . ..

15

=

Qa5

-27

Approximation durch Fourierreihe

Beispiel 3: Betrachte die Rechteckschwingung

0, fallsx =0, z =,
o(x) = 1, falls 0 <z < m,
—1, falls 7 < x < 2,
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mit 2m-periodischer Fortsetzung. Es ist eine ungerade Funktion und man hat somit a; = 0,
k=0,1,2,.... Ferner rechnet man aus

1 0, falls k gerade,

2T
by, = —/ o(x) sin kx dx =
m™Jo T falls & ungerade.

T

Die Fourierreihe ist dann

4
o(z) ~ —[sinz + (1/3)(sin 3x) + (1/5) sinbz + ... |
T
1
a5
-2t |-m 0 o 21
-05

Approximation durch Fourierreihe

&
2.3.11 I"Jbung. Man nutze das Ergebnis aus Beispiel 1 in §2.3.10, um zu zeigen, dass
2 o= cos kx
~ — 2.1
k=1
fir die 27-periodische Fortsetzung ¢(x) der Funktion z € [—7, 7) — % gilt. &

k
2.3.12 Lemma. Die Reihe >, coz_Qx

(72/12) mit q aus 2.5.11. &

konvergiert gleichmdssig auf R gegen q(x) —

Beweis. Nach Satz 2.1.13 konvergiert die Reihe S ="/~ Coljf‘” absolut und gleichmaéssig
gegen eine stetige Funktion f(z), denn >, k% ist eine konvergente Reihe positiver Zahlen,
die S majorisiert. Den Nachweis, dass f(z) = q(x)—(7?/12) ist, entnehme man O. Forster,

Analysis 1, (21.8); vgl. auch unsere Folgerung 2.3.20 weiter unten. O

2.3.13 Ijbung. Man betrachte die Sagezahnfunktion

1
5(m— falls « € (0, 2m)
W) = 4 2™ =), 1 4T)s
() { 0 falls x = 0,

mit 27-periodischer Fortsetzung und zeige

h(z) ~sinx + (1/2)sin 2x + (1/3) sin 3z + ...
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2.3.14 Bemerkung. Die folgenden Ausfiihrungen gelten fiir Funktionen, die auf [—7, 7]
Riemann-integrierbar sind. Wir werden dabei wie oben

1

(Fopas )’

s

{f,9):= ::f(:c)g(x)dx und || f|. = (/

—T

verwenden, obwohl Eigenschaft E4 eines Skalarprodukts und die Eigenschaft P1 (Definitheit)
einer Norm nicht mehr gelten.
Z.B. hat ja auch die Funktion

fz) = { 1 falls z =0,

0 sonst

die Lo-Norm ||f||2 = 0. Wir werden nur die Axiome E1, E2 und E3 eines Skalarprodukts
und die daraus abgeleiteten Eigenschaften fiir || - |2 anwenden. &

2.3.15 Satz. Sei f 2m-periodisch und auf [—7, 7] Riemann-integrierbar. Dann gilt fiir die
n-te Partialsumme

folz) = % + Z(ak cos kx + by sin k)
k=1

der Fourierreihe zu [ die Gleichung

n

2
DD (@ + )

k=1

1f = falls = IF15 = =

Ferner gilt die Besselsche Ungleichung

[\

Qg

2+ ; ai + ) < — Hfué,

folglich sind die Reihen Y p- a7 und Y -, b7 konvergent und es gilt insbesondere aj, — 0
und b, — 0 fiir k — oo. &

Beweis. Wir benutzen die Ergebnisse und die Schreibweise aus Abschnitt 2.3.1 mit

up(z) = \/LZ_TI" up(x) = %COS kx, vi(z) = %sinlm (k> 0).
Dann gilt
fo = (fruoyuo + > (frun)ur+ > (f vx)vx
k=1 k=1
und
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Nach Definition der Fourierkoeffizienten gilt aber

1
<f7 U0>2 = iﬂ-ag
<f7 uk>2 77@%

<f>vk>2 = ﬂ-bia

also
2 - 2 2 ag - 2 2
k=1 k=1
Da {ug, u1, ..., Up,v1,...,v,} ein ONS ist, fallen alle Skalarprodukte zwischen Elementen

des ONS bei ”gemischten” Termen weg, und die mit gleichem Term sind gleich 1. Somit
folgt

(for Fu) = (Fru0)® + (o) + (F00)*) = (f, fa),

was mit (2.16) und (2.17) auf

n

2
24> (@ + )
k=1

1f = fallz = IF15 — =

fiihrt. Damit ist die behauptete Gleichung bewiesen, und die Besselsche Ungleichung folgt
mittels Umstellen und wegen —||f — f,||3 < 0 nach Grenziibergang. O

2.3.16 Definition. Seien f und f,, n € N, 27-periodische, auf [—7, 7] Riemann-inte-
grierbare Funktionen. Man sagt, dass die Folge {f.} im quadratischen Mittel gegen f
konvergiert, falls lim || f — f,||2 = 0, d.h., &quivalent

/7r | fn(x) — f(x)]2dx — 0 fiirn — oo.

Gleichmassige Konvergenz impliziert Konvergenz im quadratischen Mittel, letztere zieht
aber nicht einmal punktweise Konvergenz nach sich. &

2.3.17 Folgerung. Aus der Besselschen Ungleichung folgt sofort, dass unter den Vor-
aussetzungen von Satz 2.3.15 die Fourierreihe von f genau dann im quadratischen Mittel
gegen f konvergiert, wenn

| S

1
+3(a + ) = I3

00
k=1

gilt. &
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2.3.18 Lemma. Seien f und g 2m-periodische Funktionen, die auf [—m,7) wie folgt als
spezielle Treppenfunktionen definiert sind:

1, fallsa <x <0, 1, falls0 < x <),
ro={ g o0 ={ ,

1 0 sonst 0 sonst.

wobei a € [—m,0) und b € (0,7) gegebene Konstanten sind. Dann konvergieren die Fourier-
rethen von f bzw. g im quadratischen Mittel gegen f bzw. g. <&

Beweis. Wir fiithren den Beweis fiir f, fiir g ist der Beweis analog.
Nach der vorhergehenden Folgerung miissen wir zeigen, dass die Besselsche Ungleichung
als Gleichung erfiillt ist. Wir rechnen aus (k € N)

g = 2 [ era=t [w=-t

T ) _x s T

I a
agy = — de = ——,
T Ja 7

10 in k
ap = —/ Cosk:xdac:—sm a,

T km
I ka —1
b, = —/ sin kx dx = cos—a.
T Ja km
Daraus folgt fir k£ > 1
L.
a; + b = 122 [sin® ka + (coska — 1)%] = 122 [1—2coska+1] = R [1 — cos kal

Nach Lemma 2.3.12 gilt
—coska (a+m)? n?

k2 4 12

k=1
was — bei Wahl von a = 0 — speziell Y 7~ (1/k?) = (72)/6 ergibt. Insgesamt folgt

2
Qg

22 |:7T2 (a+m)? =2 a
2

= a 1
+Z(ai+bi):2_ﬂ_2+ 5 1 o :—%:%Hfug
k=1

72
(nachrechnen!), womit die Besselsche Ungleichung als Gleichung erfiillt ist - was zu zeigen
war. O

2.3.19 Satz. (Konvergenz im quadratischen Mittel)
Sei f eine 2m-periodische Funktion, die auf [—m,n| Riemann-integrierbar ist. Dann kon-
vergiert die Fourierreihe von f im quadratischen Mittel gegen f, und es gilt die Vollstan-
digkeitsrelation
a2 o 1 ™
DY@ = [ (f@)Pdn

k=1 -
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Beweisidee. Man benutzt, dass eine (periodische) Riemann-integrierbare Funktion von
oben und unten durch (periodische) Treppenfunktionen approximiert werden kann, was
der Obersumme und Untersumme in der Definition des Riemann-Integrals entspricht. An-
dererseits lasst sich jede periodische Treppenfunktion als endliche Linearkombination von
Funktionen vom Typ der speziellen Treppenfunktionen aus Lemma 2.3.18 darstellen. Man
zeigt dann leicht mit Hilfe dieser Tatsache und Satz 2.3.15, dass die Besselsche Ungleichung
fiir f in eine Gleichung tibergeht. Fiir Details sei auf O. Forster, Analysis 1, Beweis von
Satz 2 in §23, verwiesen. O

2.3.20 Folgerung. Sind f und g zwei stetige 2m-periodische Funktionen. Wenn f und
g die gleichen Fourierreihen haben, so gilt f(x) = g(z) fur alle x € R. &

Beweis. Nach dem vorigen Satz konvergieren beide Fourierreihen im quadratischen Mittel
gegen die jeweilige Funktion. Wir fassen f und g als Elemente des Vektorraums C|—, 7]
der auf [—, 7| stetigen Funktionen mit der Norm || - || auf (die dann 2w-periodisch fort-
gesetzt sind). Damit gilt fiir die n-te Partialsumme f,, der gemeinsamen Fourierreihe nach
Dreiecksungleichung fiir || - ||2

If =gllz=WIf = fat fo=glla <[If = fall2 +[lg = falla = 0 (n — 00),

also || f—gl|l2 = 0. Da || ||2 eine Norm in C[—m, 7] ist, folgt f(z) = g(x) fiir alle z € [—7, 7]
und sogar fiir alle reellen x wegen der Periodizitat. O

2.3.21 Satz. (Punktweise und gleichmissige Konvergenz)

Sei f 2m-periodisch und auf [—m, 7| stiickweise stetig differenzierbar, d.h., es existieren
eine Zerlegung —m = w9 < 1 < ... < T, = 7 des Intervalls [—m, | sowie fiir jedes
i € {1,...,m} eine auf dem Intervall [x;,_y,x;] stetig differenzierbare Funktion f; mit
f(z) = fi(x) fiir x € (x;_1,2;). Dann gelten die folgenden Aussagen fiir die Fourierreihe
von f:

1. Die Reihe konvergiert punktweise gegen f, wobei in Unstetigkeitsstellen x
a - . _
50 + Z(ak cos kx + by sin k) = %(f(:r;*) + f(z7))
k=1

gilt. Dabei bedeuten f(x") und f(x~) den rechtsseitigen bzw. linksseitigen Limes
von f im Punkt x.

2. In allen beschrinkten, abgeschlossenen Intervallen [a,b|, iiber denen f stetig ist,
konvergiert die Reihe gleichmassig gegen f. &

Den Beweis entnehme man der Literatur, z.B. O. Forster, Analysis 1, §23, Satz 3 und
Endl/Luh Analysis 11, Satz 4.5.2.

2.3.22 Ubung. Man mache sich die Aussagen von Satz 2.3.21 anhand der Beispiele 1,
2 und 3 von § 2.3.10 klar. Zu welchem Schluss kommen Sie fiir die Funktionen in diesen
Beispielen beziiglich des Konvergenzverhaltens ihrer Fourierreihe? &



Kapitel 3

Gewohnliche Differentialgleichungen

3.1 Einfuhrung und Beispiele

3.1.1 Zum Begriff der Differentialgleichung. Viele Gesetze in den Natur-, Wirt-
schafts- und Ingenieurwissenschaften kénnen durch sogenannte Differentialgleichungen be-
schrieben werden. Darunter versteht man Gleichungen, in der unbekannte Funktionen, ihre
Variablen und ihre Ableitungen (bis zu einer gewissen Ordnung) vorkommen. Haufig ist
die oder eine Variable interpretierbar als die Zeit, so dass auf diese Weise auch dynamische
Prozesse modelliert werden konnen.

Die Losungen einer Differentialgleichung sind Funktionen, die einer geeigneten Klasse
von Funktionen angehoren und die den Bedingungen dieser Gleichung gentigen. Sind die
gesuchten Grossen dabei Funktionen einer reellen Variablen, so spricht man von gewohn-
lichen Differentialgleichungen, sind es Funktionen mehrerer reeller Variablen (so dass die
auftretenden Ableitungen partielle Ableitungen nach diesen Variablen sind), spricht man
von partiellen Differentialgleichungen.

Kapitel 3 versteht sich als eine Einfiihrung in Theorie und elementare Losungsmethoden
fiir gewohnliche Differentialgleichungen, wobei wir uns fast ausschliesslich sogenannten
linearen Differentialgleichungen widmen. In der Darstellung lehnen wir uns eng an die
Biicher K. Endl und W. Luh, Analysis I, AULA-Verlag Wiesbaden (1989) und H.H. Stor-
rer, Einfihrung in die mathematische Behandlung der Naturwissenschaften I, Birkhduser,

Basel-Boston-Berlin (1999) sowie ein fritheres Skript zu unserer Vorlesung von H. Garbers,
IEW, an. &

3.1.2 Beispiel. (Bevolkerungsmodell I). Sei N(t) die Grosse einer Population von In-
dividuen (aufgefasst als differenzierbare Funktion der Zeit ¢). Dann ist die Wachstums-
geschwindigkeit gerade
AN
! o .
Nt = Jim) 7

wobei AN/At die mittlere Zunahme pro Zeiteinheit ist. Im einfachsten Modell nimmt

39
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man N'(t) proportional zu N (t) an, d.h.,
N'(t) = aN(t), a > 0, (3.1)

wobei a etwa als die Differenz zwischen der Geburtenrate und der Sterberate aufgefasst
werden kann. Mit anderen Worten: Die Wachstumsrate N'(t)/N(t) ist konstant.

Diese Aufgabe hatten wir bereits in Kapitel 3 der Vorlesung Lineare Algebra fiir Oko-
nomen behandelt: Durch Einsetzen stellt man fest, dass die Funktionen

N(t) = ve™, (3.2)

(mit beliebigem v € R) Losungen von (3.1) sind. Wir werden weiter unten bei der systema-
tischen Behandlung linearer Differentialgleichungen sehen, dass es keine weiteren Losungen
gibt. Das Verhalten von N nennt man deshalb auch exponentielles Wachstum.

Durch Vorgabe eines Anfangswerts N(ty) = Ny fir die Losungen der Differentialglei-
chung (3.1) hat man eine sogenannte Anfangswertaufgabe, und in der Familie (3.1) von
Losungen ist genau eine Losung N ausgezeichnet, die diese Anfangswertaufgabe 10st: Es
muss offenbar

N(t) = Noea(tito)
gelten. &

3.1.3 Beispiel. (Bevdlkerungsmodell IT). Exponentielles Wachstum wird unrealistisch,
wenn sich die Geburten- und Sterberate und damit die Konstante a aus dem Bevolke-
rungsmodell T mit der Zeit dndern. Wenn man annimmt, dass die Population anfangs
(nahe ¢ = 0) exponentiell wéchst, aber spater um so langsamer wéchst, je ndher N(t) an
eine vorgegebene obere Schranke B fiir die Grosse der Population herankommt, ist z.B.
folgendes Modell gerechtfertigt:

N'(t) = eN(t)(B — N(t)), ¢ >0, B >0, (3.3)

d.h., die Wachstumsrate N'(¢)/N(t) ist eine (monoton fallende) lineare Funktion von N.
Wir werden diese Differentialgleichung am Ende von Abschnitt 3.1 mit Hilfe der Metho-
de der Separation der Variablen l6sen. Man spricht bei dieser Differentialgleichung von
einem Modell des eingeschrdnkten Wachstums oder wegen der Struktur der Losungen (als
sogenannte logistische Funktion) von einem Modell des logistischen Wachstums. &

3.1.4 Beispiel. (Federschwingung). Ein Massenpunkt mit Masse m > 0 sei an zwei
gleich langen (homogenen) Federn zwischen zwei Wénden aufgehéngt. Wir betrachten die
eindimensionale Schwingung mit Ortskoordinate x(t) zum Zeitpunkt ¢. Die Federkraft F'

sei proportional zu x, d.h.,
F=—kx, k>0.

Andererseits gilt fiir die Federkraft

F =mi (Masse mal Beschleunigung).
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Hier bezeichnet, wie in der Mechanik tiblich, Z die zweite Ableitung von = nach t. Somit
haben wir die Differentialgleichung

mi(t) = —ka(t), k > 0, (3.4)

erhalten. Das ist dquivalent zu Z(t) = —(k/m)xz(t). Welche Funktionen liefern nach
zweimaligem Ableiten ihr Negatives? Zum Beispiel die Kosinus- und die Sinusfunktion,
und so erhélt man als zwei Losungen von (3.4) (bitte iiberpriifen!)

z1(t) = cos (\/% t) , To(t) =sin (\/% t) .

Natiirlich geniigt dann auch jede Linearkombination

x(t) = ¢ cos (@ t) + cosin (\/% 75) , c1,02 €R,

der Differentialgleichung (3.4). Wir werden weiter unten bei der systematischen Behand-
lung linearer Differentialgleichungen sehen, dass es keine weiteren Losungen gibt. &

3.1.5 Definition. Wir werden im Folgenden die unbekannten Funktionen stets mit y, die
Variablen mit = bezeichnen. Sei n € N und ® eine Funktion von D C R™"2 in R. Die
Beziehung

®(z,y(@),y'(2),...,y"(x)) =0

heisst gewéhnliche Differentialgleichung (kurz: DGL) n-ter Ordnung, wobei wie
iiblich ¢/, ..., y™ die erste bis n-te Ableitung bezeichnen. Die Differentialgleichung heisst
explizit, wenn sie in der Form

y" (@) = U(w,y(2),y (),....y" V(@)

mit passender Funktion ¥ gegeben ist. Sei I C R ein Intervall. Eine n-mal stetig differen-
zierbare Funktion y : I — R heisst Losung auf dem Intervall I, wenn fiir jedes x € [
gilt:

o (z,y(x),y(x),...,y"™(x)) €D und
o d(x,y(x),y (x),...,y"(x)) = 0.

Man sagt, dass die Losung y an der Stelle xy € I einer Anfangsbedingung gentigt, falls
bis einschliesslich der (n — 1)-ten Ableitung ein Wert vorgegeben ist, d.h.,

y(z0) = vo, ¥ (w0) =y1, -, ¥V (w0) = yn_1.

Man spricht in diesem Falle von einer Anfangswertaufgabe. &
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3.1.6 Einordnung der Beispiele. Die Modelle der Beispiele 3.1.2 und 3.1.3 sind ex-
plizite gewohnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung, Beispiel 3.1.4 diskutiert eine Dif-
ferentialgleichung 2. Ordnung, die nach Division durch m zu einer expliziten Differential-
gleichung wird. In den Beispielen 3.1.2 und 3.1.4 vermittelt die ”Zusammensetzungsfunk-
tion” ® nur eine Linearkombination von Termen der Form vy, 3’ bzw. 3”, man spricht
in diesem Falle von linearen Differentialgleichungen. In Beispiel 3.1.3 ist dagegen ® eine
Linearkombination von Termen der Form (y)? und 3/, das ist bereits ein Beispiel fiir eine
nichtlineare Differentialgleichung. &

3.1.7 Methode der Separation der Variablen (Trennung der Veranderlichen).
Hier wird eine elementare Losungsmethode vorgestellt, die sich anwenden lasst auf explizite
gewOhnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung der speziellen Form

y' = f(x)-g(y), gly) #0, (3.5)

wobei f:[; CR — Rund g : I, C R — R stetige Funktionen auf offenen Intervallen I;
bzw. I3 sind. Verzichtet man auf die Voraussetzung ¢g(y) # 0, muss man fiir die Nullstellen
von ¢ untersuchen, ob weitere Losungen auftreten. Wir schliessen diesen Fall aus.

Wir geben zunéchst die Methode an, rechnen dann ein kleines Beispiel und begriinden
anschliessend die Methode.

S0. Bringe, falls notwendig und moglich, eine gegebene DGL auf die Form 3/ = f(z)g(y),
in formaler Schreibweise

Y~ )ly)

S1. Stelle ”in Gedanken” formal um

S2. Bilde auf beiden Seiten das unbestimmte Integral
G(y) —/ﬂ —/f(a:)d$+0—' F(z)+C
- J 9ly) ' '

S3. Lose die implizite Gleichung G(y) = F(z) + C' (wenn mdglich) nach y auf.

Wir demonstrieren die Methode an dem einfachen Beispiel
y ==, x>0, y>0.

SO entfallt, S1 ergibt formal
dy 1
— = —dz.
y x
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In S2 berechne auf beiden Seiten Stammifunktionen
G(y) =Ilny, F(r)=Inz.
In S3 16se auf (Konstante C' nicht vergessen!)

Gy) =F(x)+C, dh, Iny=Inz+C,

C

also hat wegen Iny — Inx = In(y/x) jede Losung der DGL die Form y(z) = ez, also

y(x) =cx, x>0,

wobei ¢ > 0 beliebig ist. Ist zusétzlich ein Anfangswert y(1) = 2 vorgegeben, berechnet
sich ¢ = 2/1 = 2, also ergibt sich dazu die eindeutige Losung der DGL g(x) = 2z, > 0,
unter der gegebenen Anfangsbedingung.

Zur Begrindung der Methode zeigen wir, dass bei Vorgabe eines Punktes (zg,yo) €
I x I mit yo = f(xg) eine Umgebung U von zy und eine auf U stetig differenzierbare
Funktion y = y(x) existieren, so dass dort y/(x) = f(x)g(y(z)) gilt.

Die Funktionen

v d @

Gly) = [ yeh F= [ fle)ds z el
wo 9(1) 20

sind Stammfunktionen von 1/g bzw. f. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Inte-

gralrechnung sind sie auf ihren Definitionsintervallen differenzierbar, und es gilt

1
/ !/
Fi(z) = f() de@)g@-
Folglich sind die Ableitungen F’ und G’ auch stetig, da f und g stetig.

Wegen ¢(y) # 0 auf ganz I, muss g und somit auch G’ {iberall das gleiche Vorzeichen
haben, also ist G streng monoton, iiberdies auch stetig. Dann ist das Bild G(I,) also ein
offenes Intervall. Wegen F'(z¢) = G(yo) = 0 folgt F(zo) € G(I3) und somit sogar (da F
stetig) F'(z) € G(I,) fir x aus einer offenen Umgebung U von zy. Da G streng monoton
ist, ist G bijektiv als Funktion von F(U) auf G(F(U)), wir setzen

y(r) = G (F(z)), =eU. (3.6)

F und G (somit auch G71) sind stetig differenzierbar, also ist es auch y.
Nach Konstruktion gilt
Gy(z)) = F(z), zel, (3.7)

Differentiation nach z auf beiden Seiten gibt

y'(x) _ . ) — ol
Sy ~ @ AR y(@) = gu@) (),

was zu beweisen war. Integration dieser Gleichung fiir irgendeine Losung y liefert wieder
(3.7), was wegen der Bijektivitdt von G gerade auf (3.6) fithrt, also ist y (bei Vorgabe von
yo = f(xo)) sogar lokal eindeutig. &
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3.1.8 Ijbung. Man l6se die Differentialgleichung (3.3) aus dem Bevolkerungsmodell 11,
d.h.,
N'(t) = eN(t)(B — N(t)), ¢ >0, B > 0,
fiir den Anfangswert N(ty) = Ny mit Hilfe der Methode der Separation der Variablen.
Hinweise: Setze y := N, z :=t, f(z) = —c¢, g(y) = —y(B — y) und nutze nach Division
durch g(y) (bei g(y) # 0) die sogenannte Partialbruchzerlegung (nachrechnen!)

11 ( 1 1)
y(B-y) B\y—-B y
aus. Die allgemeine Losung unserer DGL 3/ = cy(B — y) (abgesehen von den trivialen

Losungen y = 0 und y = B) lautet dann mit einer Integrationskonstanten K (wir nehmen
K statt C' wegen moglicher Konfusion mit dem Proportionalitatsfaktor c)

(1) = — 2
Y = 14+ Ke—cBz’

Eine Funktion dieses Typs heisst logistische Funktion. Nach Zuriickiibersetzung in die
Symbolik N (¢) und Ausrechnen der Konstante K mittels N(ty) = Ny lautet das Ergebnis
der Anfangswertaufgabe

B BN,
~ No+ (B — Ny)e—<Bl—t)"

N(t)

3.2 Lineare Differentialgleichungen

3.2.1 Grundlagen

3.2.1 Definition. Sei I C R ein beliebiges Intervall und seien f,a; : I — R, 1 =
0,1,...,n — 1, stetige Funktionen. Dann heisst

L(y) :== y™ 4 an_1(x) g 4+ a1(z)y' + ao(x)y = f(2)

eine (explizite) lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung.
Als Losung dieser linearen DGL n-ter Ordnung bezeichnet man
eine auf I n-mal differenzierbare Funktion y : I — R,
die L(y(x)) = f(x) fiir alle z € [ erfiillt.
Nach Voraussetzung ist die n-te Ableitung 3™ (-) der Losung y damit auch stetig.

Als allgemeine Léosung einer linearen DGL n-ter Ordnung bezeichnen wir ein beliebiges
Element aus der Menge aller Losungen dieser DGL, analog zur Theorie linearer Gleichungs-
systeme.

Fir f(x) = 0 spricht man von einer homogenen linearen DGL n-ter Ordnung, im
anderen Falle von einer inhomogenen linearen DGL n-ter Ordnung. &
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3.2.2 Satz. (Existenz- und Eindeutigkeitssatz). Sei
Ly) =y + a1 (2) y" D+ .+ ai(2)y +ao(2)y = f()

eine lineare DGL n-ter Ordnung unter beliebig gegebenen Anfangsbedingungen
zo €1, y(xo) = vo, ¥ (xo) =9, i=1,...,n— 1.

Dann existiert auf I genau eine Losung dieser DGL, die den Anfangsbedingungen gentigt.
Es gibt auch auf Teilintervallen von I, die xy enthalten, keine andere Losung dieser DGL
unter den gegebenen Anfangsbedingungen.! <&

Beweis. Vgl. z.B. O. Forster, Analysis 2, Abschnitt 12, Satz 1. Dieser Beweis ist recht
aufwendig, setzt das Verstandnis von Abschnitt 10 in O. Forster, Analysis 2 voraus und
sollte erst am Ende des Semesters (z.B. in der Semesterpause) nachgelesen werden. O

3.2.3 Satz. Die allgemeine Losung y der inhomogenen linearen DGL n-ter Ordnung L(y) =
f(z) ist von der Form

y(x) = y*(z) + n(z),
wobei y* eine spezielle Lésung der inhomogenen DGL L(y) = f(x) und n die allgemeine
Losung der homogenen DGL L(n) = 0 ist. &

Beweis. Wegen der linearen Gestalt von L folgt aus L(y*) = f(z) und L(n) = 0 sofort
(nachdenken, warum!!)

L(y"+n) = L(y") + L(n) = f().
Umgekehrt: Ist y irgendeine Losung von L(y) = f(z) und y* eine spezielle Losung dieser
Gleichung, folgt sofort

Ly —y") = Lly) = L(y") = f(z) = f(z) =0,
also 16st 1 := y — y* die homogene DGL L(n) = 0, und es ist y = y* + 7. O

3.2.4 Beispiel. In den Beispielen 3.1.2 und 3.1.4 traten homogene lineare DGLen 1. bzw.
2. Ordnung auf. Wir hatten mit den dort angegebenen Losungen jeweils die allgemeine
Losung der betreffenden DGL angegeben.

Im Beispiel 3.1.2 bestand diese aus allen Vielfachen einer gewissen Exponentialfunktion,
zum Beweis, dass das alle Losungen sind, vgl. Abschnitt 3.2.2.

Im Beispiel 3.1.4 bildeten die folgenden Funktionen (wir nennen die Variable jetzt x

statt t) ein Losungssystem:
{cos (\/% x) , sin ( £ x)} (3.8)

Es handelt sich um ein sogenanntes Fundamentalsystem von Losungen der DGL (wir
definieren das in Abschnitt 3.2.3): die allgemeine Losung ist eine beliebige Linearkom-
binationen der beiden Funktionen. O

!Es ist also keine Einschrinkung der Allgemeinheit, von vornherein nur Lésungen zu betrachten, die
auf ganz I definiert sind. Das ist iibrigens ein Spezifikum linearer DGLen!



46 3. Gewdhnliche Differentialgleichungen

3.2.2 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

3.2.5 Homogene lineare DGLen 1. Ordnung. Wir betrachten fiir z € I die homo-
gene lineare DGL 1. Ordnung.

y +plx)y =0 (3.9)

mit einer auf dem Intervall I stetigen Funktion p. Sei P eine Stammfunktion von p, dann
sieht man sofort durch Differentiation, dass

y(z) = ce @ (¢ € R beliebig) (3.10)

eine Losung ist. Gibt man sich fiir beliebiges zy € I einen Anfangswert ¢y € R vor, so

berechnet man

P(z0) P(x0)

co = y(xo) = ce” = =€ ,

d.h., g(z) = cpeP@)e=P@) ist Losung der Anfangswertaufgabe. Diese ist nach Satz 3.2.2
eindeutig bestimmt, also hat man durch (3.10) alle Losungen beschrieben. %

3.2.6 Beweis der Eindeutigkeit (fakultativ). Im vorigen Punkt wurde Satz 3.2.2
benutzt, um die Eindeutigkeit der Losung der Anfangswertaufgabe zu zeigen. Das kann
man im Spezialfall der DGL (3.9) auch direkt tun.

Es seien xg € I, ¢y € R gegeben und y, 1 zwei Losungen von (3.9) mit y(xg) = n(xg) =
co. Dann gilt fir alle z € 1

y'(x) + p(x)y(x) = n'(z) + plx)n(z),

folglich vy — n' = p(x)(n — y) und somit nach den Regeln der Integralrechnung und unter
Verwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung:

T o) —y()de = Jly/() — o (t))dt
’ = (@) — (@) — o+ co (8:11)
= y(@) — (o).

Sei I; C I ein (nicht zu einem Punkt entartetes) beschrénktes, abgeschlossenes Intervall,
das zy enthélt. Weil ¢t — |p(t)| stetig ist, ist dann nach dem Satz von Weierstrass die
nichtnegative Zahl L = maxcy, |p(t)| wohldefiniert. Sei x ein beliebiger Punkt mit

rel; und Ljz—xf <1

Wir bezeichnen mit Zyx die abgeschlossene Verbindungsstrecke zwischen zy und x. Dann
folgt mit pu(x) := max{|n(t) —y(t)| | t € Tox} (man kann "max” statt "sup” nach dem
Satz von Weierstrass schreiben) aus (3.11) die Abschétzung

\M@—n@ﬂé/mwwmw—ywﬂﬁSLm—de@-
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Dieselbe Abschatzung kann man fiir £ € To7 statt fiir « herleiten, also gilt

[y(&) = (&) < LI — wo|u(§) V€ € To. (3.12)

Da 0 < p(&) < p(z) und |€ — xo| < |z — 20| fiir alle £ € Tox gilt, kann man in (3.12) links
und rechts zum Maximum beziiglich ¢ € Tyx tibergehen, das ergibt
pu(x) < Llx — xo|lu(x), folglich (1 — L|x — zo|)pu(z) <0, also u(z) <0,
da 1— L|x — x| > 0. Somit
() = 0.
Wir haben also gezeigt, dass y(x) = n(z) fir alle z in einem (nicht entarteten) Intervall
gilt, das xy enthalt.

Sei nun J C [ das grosste Intervall, das xy enthdlt und in dem y(z) = n(x) (Vx € J)
gilt. Da y und 7 stetig sind, ist J abgeschlossen (es kann gegebenenfalls unbeschrinkt sein),
vgl. Ubung 1.1.15. Wenn es nicht mit [ zusammenfallt, liegt ein Intervallende z; € J im
Inneren von I und wir kénnen die obigen Schliisse fiir z; statt xy wiederholen. Wir erhalten
so die Aussage y(z) = n(x) auch fir x € [ mit 1 — e < & < x; + ¢ (mit einem gewissen

e > 0) - im Widerspruch dazu, dass J bereits das grosste derartige Intervall sein sollte.
Also ist J = I, was zu zeigen war. O

3.2.7 Inhomogene lineare DGLen 1. Ordnung. Wir betrachten fiir z € I die DGL
y + )y = f(z) (3.13)

mit auf dem Intervall I stetigen Funktionen p und f. Sei P wieder eine Stammfunktion
von p. Die allgemeine Losung dieser DGL hat nach Satz 3.2.3 und dem vorigen Punkt die

Form
y*(z) + ce @ ¢ e R beliebig, (3.14)

wobei y* eine spezielle Losung von (3.13) ist. Diese bestimmen wir nach der Methode der
Variation der Konstanten mit dem Ansatz

y*(x) = c(x)n(x),
wobei ¢(z) eine unbekannte, auf I differenzierbare Funktion und
n(z) = e P@ (Lésung der homogenen DGL)
ist. Offenbar erfiillt y* die inhomogene DGL
y+py=f dh,(en) +plen)=cl' +pn)+cn=/,

(unter Beachtung von 1’ + pn = 0) genau dann, wenn

dn=f, alsod = f/n, dh. ¢(z)= f(zx)ef@
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gilt. Integration liefert dann

c(x) = /f(:r;)ep(x)dx +C. (3.15)

Mit (3.14) haben wir dann sofort eine geschlossene Darstellung fiir die allgemeine Losung
der inhomogenen linearen DGL 1. Ordnung (3.13), ndmlich (mit ¢ € R beliebig)

y(r) = (G(x) 4+ ¢) e @) (3.16)

wobei G irgendeine Stammfunktion von f(x)e”®) ist.
Sie konnen sich die Losung (3.15) bzw. (3.16) entweder merken oder aber die vorgestellte
Methode auf das jeweilige Beispiel anwenden:

S0. Stelle eine auf einem Intervall I gegebene DGL ggf. so um, dass eine DGL der
folgenden Form entsteht:

Y +p(x)y = f(x).
S1. Lose die zugeordnete homogene DGL
Yy +px)y =0,

die allgemeine Losung lautet mit einer Stammfunktion P von p und beliebigem ¢ € R

S2. Man variiere die Konstante ¢, d.h., man mache den Ansatz

y(x) = c(a)e” "
mit der unbekannten Funktion ¢(x), um eine spezielle Losung y* = y zu erzeugen.

S3. Man setze den Ansatz aus S2 in die inhomogene DGL ein und erhélt nach einigen
Umformungen eine Beziehung fiir ¢/(z). Integration liefert die Losung.

&
3.2.8 Beispiel. Man l6se auf I = (0,4+00) die DGL
oy +y=uzx+ 2>

Nach Division durch z fiihrt das auf die benétigte explizite Form

1
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Die Funktion p(z) = 1/x hat auf I als eine Stammfunktion P(z) = Inx. Die zugeordnete
homogene DGL hat also als eine Losung

1
— efP(:r) — —Inzx —

n(z) e -

Der Ansatz mit Variation der Konstanten zur Ermittlung einer speziellen Losung y* lautet

Einsetzen in die explizite inhomogene DGL (3.17) liefert

1 1 1 1 1 1
1 e / —1 = / _ — —_ — —_ = / —
fr=yf b =)t et e =)L
also
1
d(z) = (1+z)z=2+2* dh. eine Stammfunktion ist c(z) = %xQ + §x3

Die allgemeine Losung der gegebenen DGL lautet also

1 1 2 1 L.
=5 = — € R beliebig.
y(x) 2w+3x +cx, c eliebig

Interessiert man sich z.B. fiir die eindeutige Losung y* durch (z¢, yo) = (1,0), also y(1) = 0,
so muss man losen

1

das ergibt ¢ = —5/6 und somit

x 1L 5
y'(z) =52+ 3% T 6r
&
3.2.9 Ubung. Man bestimme auf = R die allgemeine Losung der DGL
v +y=z+1
Geben Sie die spezielle Losung an, die der Anfangsbedingung y(0) = 1 geniigt. &

3.2.10 Ubung. Man bestimme auf I = (0, +00) die allgemeine Losung der DGL
zy' + 2y = 422

Geben Sie die spezielle Losung an, die der Anfangsbedingung y(1) = 1 gentigt. &
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3.2.3 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung

3.2.11 Definition. Wir betrachten die explizite homogene Differentialgleichung 2. Ord-
nung auf einem Intervall 1

Y+ pa)y + q(z)y =0, (3.18)

wobei p und ¢ als stetig auf I vorausgesetzt sind.

Eine endliche Menge Y von (zweimal stetig differenzierbaren) Losungen y : I — R der
homogenen DGL (3.18) heisst Fundamentalsystem von Losungen dieser DGL, falls sich
jede Losung von (3.18) als Linearkombinationen von Elementen aus Y darstellen ldsst und
Y eine minimale derartige Menge ist (minimal beziiglich der Anzahl der Elemente).

In Analogie zur linearen Algebra kann man auch sagen: Y ist ein minimales Erzeugen-
densystem der Losungsmenge der DGL (3.18).

3.2.12 Satz. Jede homogene lineare DGL 2-ter Ordnung

Lly) =y " +p@)y +q(z)y =0, z €1, (p, q stetig)

besitzt ein Fundamentalsystem von Losungen. Jedes dieser Fundamentalsysteme besteht
aus 2 Elementen. O

3.2.13 (Lineare Unabhéangigkeit). In Analogie zur linearen Algebra heissen zwei Funk-
tionen yq,ys : I — R linear unabhdngig, wenn fir reelle Zahlen Ay, Ay gilt

/\1y1<l’) + /\ng(l‘) =0Vx el = /\1 = /\2 =0

gilt, andernfalls heissen sie linear abhangig.

In der Tat entspricht das der linearen Unabhéngigkeit im Sinne der linearen Algebra,
wenn man ¥, ¥2 als Elemente des Vektorraums der iiber I zweimal stetig differenzierbaren
Funktionen auffasst.

y; und ys sind offenbar genau dann linear abhangig, wenn ein ¢ € R existiert, so dass
sich fiir jedes x der Wert y;(z) als c-faches von ys(x) ergibt (oder sich der Wert ya(x) als
c-faches von y; () ergibt).

Offenbar ist ein Erzeugendensystem von Losungen der homogenen DGL 2. Ordnung
genau dann ein Fundamentalsystem, wenn es aus 2 Funktionen besteht, die linear un-
abhéngig sind (Minimalitét).

Beweis von Satz 3.2.12. Im gesamten Beweis sei o € I. Nach Satz 3.2.2 gibt es dann
eine Losung y; von L(y) = 0 auf I, die den Anfangsbedingungen y; (o) = 1 und y}(zo) = 0.
Ebenso gibt es eine Losung y, von L(y) = 0 auf I, die den Anfangsbedingungen y,(zq) = 0,
und y5(zg) = 1 geniigt. Insgesamt erhalten wir ein System von Bedingungen

y1(@o) - 1, yi(xo) = (1), (3.19)
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Wir zeigen nun, dass B = {y;,y2} linear unabhéngig ist, d.h., dass gilt
)\1y1 + )\ng =0 = MN=X=0. (320)

Dazu differenzieren wir Gleichung (3.20) im Punkt x = x die Gleichung (3.20) fiir x =
hinzu. Dann erhalten wir das lineare Gleichungssystem

yi(zo)A1 4+ ya(xo)Aa = 0
yi(zo)dr + yp(xze)d2 = 0.

Wenn also (3.20) gilt, muss auch (3.21) erfiillt sein. Nach (3.19) ist aber die Koeffizienten-
matrix des linearen Gleichungssystems (3.21) die Einheitmatrix, also folgt A\; = Ay = 0.
Damit ist B = {yi, 92} linear unabhéngig.

Wir zeigen nun, dass B auch ein Erzeugendensystem der Losungsmenge der DGL ist.
Sei eine derartige Losung y beliebig gegeben. Zu zeigen ist, dass es Zahlen ¢, ¢y gibt, so
dass

(3.21)

y(x) =y (z)er + ya(x)er Vo el (3.22)

gilt. Dazu differenzieren wir wieder in x = ¢ und erhalten das inhomogene lineare Gle-
ichungssystem
yi(zo)er + ya(mo)ea = y(wo)
n@o)er + yy(wo)ez = ¢ (wo).
Dieses Gleichungssystem hat aber die Einheitsmatrix als Koeffizientenmatrix, und wir er-
halten
i =y(@o), 3 =1y'(xo)

als seine eindeutige Losung. Wir bilden nun die Funktion
2
Y(z)= Z cyi(x), v €1, (3.23)
j=1

die als Linearkombination von Lésungen der DGL L(y) = 0 auch Losung dieser DGL ist.
Andererseits gilt nach Konstruktion

Y (zo) = Zc;yj(mo) = ciy1(@o) = y(wo) - 1 = y(o)

j=1
sowie

2
Y () = chy}(xo) = c3y5(w0) = y'(w0) - 1 = ¥/ (20),
j=1

also ist Y eine Losung der DGL, die den gleichen Anfangsbedingungen wie die Losung y
geniigt. Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz (Satz 3.2.2) ist dann aber y(z) = Y (x)
fir alle z aus I und (3.23) gibt somit eine Darstellung von y mit Hilfe der Elemente
aus B. Damit ist B auch ein Erzeugendensystem, folglich ein Fundamentalsystem der
Losungsmenge von L(y) = 0 mit n Elementen, was zu zeigen war. O
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3.2.14 Beispiel. Die lineare DGL 2. Ordnung

"

y —y=0
hat, wie man sofort sieht, die Losungen (auf der ganzen reellen Achse)

x —x

yi(x) =e und  yo(x) =e

Sie bilden ein Fundamentalsystem, denn es sind zwei linear unabhéngige Funktionen, wie
man auf folgende Weise sehen kann:

e +pe Tt =0vVer e R
impliziert durch Einsetzen von z =0 und x = 1
1-A4+1-4=0 und e-A+e'u=0,

also A = p = 0. Alternativ kann man aber die lineare Unabhangigkeit wie im Beweis von
Satz 3.2.12 iiberpriifen:

y(OA + 10 = A+p =0
1 (OA + y(0)p = A—p =0

hat die eindeutige Losung A = p = 0. Ein Kriterium dafiir ist, dass die Determinante der
Koeffizientenmatrix dieses linearen Gleichungssystems

58 113 1|

und damit verschieden von Null ist! Damit ist die allgemeine Losung der gegebenen DGL:
y(x) = c1€” + cee™® (z € R) mit beliebigen reellen ¢y, ¢s. <&

3.2.15 Ubung. Geben Sie fiir die lineare DGL 3" — y = 0 in Beispiel 3.2.14 ein weiteres
Fundamentalsystem von Losungen an. (Tip: z.B. sinh z und cosh z). &

3.2.16 Satz. Seien y,,ys Lésungen der homogenen linearen DGL n-ter Ordnung L(y) = 0.
B :={y1,y2} ist genau dann ein Fundamentalsystem von Lésungen dieser DGL, wenn fiir
mindestens ein und somit fiir alle xq € I das System von Vektoren

ze) ={ (e ) () )} e ®

linear unabhangig ist. &
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Die Aussage ist bemerkenswert: Um zu iiberpriifen, ob B ein Fundamentalsystem von
Losungen (das sind Funktionen!) ist, reicht es aus zu zeigen, dass Z(zg) (ein System von
”ganz normalen Vektoren” im R?!) fiir ein xo € I linear unabhingig ist. Andererseits:
Ist B ein Fundamentalsystem, so folgt die lineare Unabhingigkeit von Z(z°) fir alle xy € 1.

Beweis von Satz 3.2.16. analog zum Beweis von Satz 3.2.12. O

3.2.17 Definition. Seien yy, yo stetig differenzierbar und zy € I. Die Determinante

WY1, y2; o) = ’ /
heisst Wronski-Determinante von yq, y, in z;. <&

3.2.18 Korollar. {y,y2} ist genau dann ein Fundamentalsystem der homogenen linearen
DGL 2. Ordnung L(y) = 0, wenn fiir mindestens ein und somit fir alle xo € I die Wronski-
Determinante W (y1, yo; xo) verschieden von Null ist. &

Beweis. Folgt unmittelbar aus Satz 3.2.16 und da W (yy,ys; o) # 0 bekanntlich genau
dann gilt, wenn die beiden Spalten linear unabhéngig sind.. O

3.2.19 Ubung. Man betrachte auf I = (0, +00) die inhomogene lineare DGL 2. Ordnung?

42

1 1
Lly) =y"+ —y' + (1 - —) y = flx)
mit
f(z) =15+ 42>,
Man stellt durch Einsetzen fest (tun Sie das!), dass

sin x CcoS T
und

Losungen der homogenen DGL L(y) = 0 sowie

y'(x) = 42
eine spezielle Losung von L(y) = f(x) ist.
Geben Sie mit dieser Hilfestellung die allgemeine Losung von L(y) = f(z) an und

begriinden Sie Ihre Antwort! (Fundamentalsystem von L(y) = 0 bestimmen! Warum ist
es eines? Formel der allgemeinen Losung!) &

2Das ist eine sogenannte Besselsche DGL.
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3.2.20 Ijbung. Man betrachte auf I = R die homogene lineare DGL 2. Ordnung
L{y):==y"+y =0

und bestimme ihre allgemeine Losung. Ferner ist die allgemeine Losung der inhomogenen
DGL

y/l+y/:2x

zu bestimmen. e

3.2.21 Satz. (Abelsche Formel) Es seien vy, yo Losungen der homogenen linearen DGL

Lly) =y" +p@)y +q(x)y=0, z € 1, (p, q stetig),

und es sei xg € I. Dann gilt
W(yla Y23 x) = Ceip(x)a

wobei ¢ = W (y1,ya; w0) und P(z) := [ p(£)d¢. &
Beweis. Aus den Gleichungen
Y +pyr+ay =0 und oy +pys +qy: =0
folgt nach Multiplikation mit —y, bzw. y; und Addition, dass
(y1y2 = y1y2) + p(y1ys — yiy2) = 0. (3.24)
Die Wronski-Determinante lautet im Vergleich dazu
W(z) := Wy, y2:2) = y1(2)ys(x) — y1(2)y2(2),

also steht in der linken Klammer von (3.24) gerade W'(z). Damit entspricht (3.24) der
linearen homogenen DGL
W'+ p(z)W = 0.

Die allgemeine Losung dieser DGL (vgl. (3.2.5) unten) lautet
W(z)=ceP@ ceR.
Mit P(x¢) = 0 ergibt sich dann die spezielle Wahl ¢ = W (), was zu zeigen war.

3.2.22 Bestimmung eines Fundamentalsystems. Wir betrachten die explizite ho-
mogene Differentialgleichung 2. Ordnung auf einem Intervall /

Y +p(x)y + q(z)y =0,

wobei p und ¢ als stetig auf I vorausgesetzt sind.

In diesem Falle ist es schwieriger, eine geschlossene Form der allgemeinen Losung zu
finden - abgesehen vom Fall sogenannter konstanter Koeffizienten, die im néchsten Ab-
schnitt behandelt werden. Ist jedoch eine nichttriviale Losung y; # 0 bereits bekannt, so
erhélt man mit der Formel von Abel (Satz 3.2.21) sehr leicht die allgemeine Losung. <
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3.2.23 Satz. Sind p und q stetige Funktionen auf dem Intervall I und ist y, auf I eine
Losung der DGL

y" +p(@)y" + q(z)y =0,
mit y;(x) # 0 fiir alle x € I, so lautet die allgemeine Ldsung

efp(z)
y(x) = cry1(z) + coyr () / ———dx, (3.25)
yi ()
wobei ¢1, ca € R beliebig sind und P eine Stammifunktion von p ist. &

Beweis (und Methode). Sei y eine beliebige Losung. Nach der Abelschen Formel gilt
mit passendem cs

Wy, y;x) = coe P@)

Ausrechnen der Wronski-Determinante liefert also

Wy, y;2) = yi(2)y' (v) — yy(2)y(x) = yi(2)

Division durch y? ergibt folglich

Integration fiihrt letztlich auf

y(z) / e P
=c +c ———dx,
n() ) i)

was dquivalent zu (3.25) ist. Man setze y(x) in die DGL ein und sieht sofort, dass es eine
Losung ist. O

3.2.24 Beispiel. Offenbar bilden

wIT

yi(z) =€ und  ya(z) =e "
ein Fundamentalsystem von Losungen der DGL auf I =R
y' —wly =0,

wobei w € R\ {0}. Uberpriifen wir die Methode aus dem vorigen Satz, indem wir y; als
bekannt voraussetzen. Wegen p(z) = 0 gilt P(x) = C, C' € R beliebig. Wir setzen

Yy — Yy = ey — wety = ke,

dividieren durch y? = ¢*** und erhalten (nach Integration)

—C
L / Cdr =k + /6_0_2“’”” dr = ky + ke C(— L e 27 4 k),
ewx 6 wT w
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d.h.,

y(x) = c1e¥" 4 coe™ 7,

was zu zeigen war. O

3.2.25 Inhomogene lineare DGLen 2. Ordnung. Wir betrachten die explizite inho-
mogene Differentialgleichung 2. Ordnung auf einem Intervall [

y' 4 plx)y +q(x)y = f(x),

wobei p, g und f als stetig auf I vorausgesetzt sind.
Ist {y1, 92} ein Fundamentalsystem der homogenen DGL y” + p(z)y’ + q(z)y = 0, dann
ergibt sich eine spezielle Losung y* der inhomogenen DGL sofort durch

Y2 () f () yi(2) f(x) g
W (y1,y2; @) W (y1,y2; )

Beweis. Man ermittelt diese Formel mit der Methode der Variation der Konstanten.
Ansatz fir y* =y

y'(r) = =y () dz + y() (3.26)

y(@) = cr(x)y(z) + c2()ye(x)  mit dhyr + chys =0
mit unbekannten Funktionen ¢y, ¢. Differenzieren liefert wegen cjy; + chys = 0
Y =y Gys ey + oayy = ayh +eayy und y' =y + eyl + s + ey
Einsetzen von y,y’,4” in die inhomogene DGL liefert

cr(yy + pyr + qyr) + c2(yh + ph + aye) + Ay + yp = f(x). (3.27)

Da die ersten beiden Klammern verschwinden, sind die Funktionen ¢ und ¢, nach fol-
gendem linearen Gleichungssystem zu bestimmen (vgl. Zusatzbedingung im Ansatz und
(3.27)):
Yi¢) tyacy = 0,
neh+yacy = f.
Dabei sind 41, 1, y» und y5 die bekannten Gréssen, ¢) und ¢ sind die unbekannten Grossen.
Nach der Cramerschen Regel hat wegen

(3.28)

W(a) = Wiy, yoi ) — ‘ no ‘

das lineare Gleichungssystem (3.28) die eindeutige Losung

0 yo

, [y
01:

_ —yof
W(x) — W(z)
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und
o = vi f _ yif
W) W)

woraus nach Integration (3.26) folgt.

3.2.26 Beispiel. Man betrachte auf I = (0,7/2) die DGL

1
cos T

y//+y/ —

und bestimme eine spezielle Losung y*. Wir hatten bereits frither gesehen, dass
{sinz, cosz}
ein Fundamentalsystem von y” + y = 0 bildet. Es gilt

sinx coszx
cosTr —sinx

oS SI
y*(x)z—sinx(—/ xdm) —i—cos:z:(—/ mxdx)
cos cos T

wegen — [ S2Ldz = In(cos ) 4+ C' eine spezielle Losung

2 2 1
)

W (sinz,cosx;x) = = —sin“z —cos“ & = —

also liefert

y*(x) =2 -sinz + cosz - In(cos z).

3.3 Lineare Diffentialgleichungen mit konstanten

Koeffizienten

o7

3.3.1 Lineare DGLen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Wir beschran-
ken uns in Abschnitt 3.3 auf DGLen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten, d.h., auf

DGLen der Form
Yy +py +qy = f(x),

wobei f eine auf einem Intervall I stetige Funktion und p, q gegebene reelle Konstanten
sind. Da wir im Punkt 3.2.25 eine Formel bzw. Methode kennengelernt haben, aus einem
bekannten Fundamentalsystem der zugeordneten homogenen DGL eine spezielle Losung
der inhomogenen DGL zu konstruieren, brauchen wir nur noch zu schauen, wie sich im

hier betrachteten Spezialfall die allgemeine Losung der homogenen DGL ergibt.

&
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3.3.2 Homogene lineare DGLen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Die
homogene DGL

y' +py +ay=0

ist auf ganz R definiert. Offenbar ist fiir ein r € R
y(z) = e,
genau dann eine Losung, wenn
y' oy +ay =€ +pr+q) =0,
d.h., wenn die quadratische Gleichung, die sogenannte charakteristische Gleichung,
4 pr+q=0

eine reelle Losung r hat. Das fiihrt sofort auf folgende Fallunterscheidung:

Fall 1: p? —4¢ >0

Dann bilden mit
p 1 \
T2 = 9 2 P2 q

die Funktionen
yi1(z) = €e™® und yo(x) = ™"

ein Fundamentalsystem der homogenen DGL, denn fir z = 0 ist die Wronski-

Determinante

0

W(Z/hy2;0> = 607”26 - 607’160 =ryg—11 #0.

Fall 2: p? —4¢ =0

In diesem Fall bilden mit der (reellen) Doppelwurzel r = —p/2

yi() = und g(e) = ze

ein Fundamentalsystem der homogenen DGL, denn die Ableitungen lauten
yy(x) =re™ bzw. yy(x) =€ + rae’,

d.h., fiir x = 0 ist die Wronski-Determinante

W (y1,92;0) = €%’ — 0 = 1.

Man kann die Losung y, auch leicht mit der Methode von Satz 3.2.23 aus y; gewinnen.
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Fall 3: p? —4¢ <0

39

In diesem Fall hat die quadratische Gleichung r? + pr 4+ ¢ = 0 keine reelle Losung,

sondern zwei konjugiert komplexe Losungen
1 . 1 :
r=g5(—p+ivig—p?) und 7= 35(=p—ivig—p?).
Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir

4q — p2.

DO =

a:= —%p und b:=
In Analogie zum Fall 1 setzen wir Losungen an als

TX

m(z) =e™ und mp(z)=e

Das kann als komplexes Fundamentalsystem der homogenen DGL angesehen werden.
Da wir die Theorie auf reelle Funktionen zugeschnitten haben, betrachten wir die

Linearkombinationen

1/ rx Fr 1/ ra T
yi(x) = 5(e™ +€™) und ya(x) = 5: ("™ — ™)

und benutzen die Eulersche Formel ¢* = cos z + ¢ sin z. Dann folgt

e 4 € = [ 4 7] = ¢*[cos by 4 4 sin b + cos -bx + i sin -bx] = 2e*® cos b,

el _ o — 6a$[€

ibr e—ibax]
. . 1 1
Das Resultat ist mit a := —5p und b := 5./4¢ — 2.

y1(z) = e cosbr und yy(x) = e sinbz.

Das ist ein Fundamentalsystem, wie man leicht iiberpriift.

3.3.3 Beispiel. Wir 16sen nochmals mit den neuen Mitteln die DGL
mi(t) = —kx(t), (m >0, k> 0 gegeben).
Das ist nach Umstellung die explizite homogene DGL 2. Ordnung
T+ —x=0
m
Die zugehorige charakteristische Gleichung lautet mit ¢ = %
r? +q=0,
wir sind also in Fall 3. Ein Fundamentalsystem von reellen Losungen ist somit
y1(x) = cos\/qxr und yo(r) =sin /qx,

wie wir schon in Beispiel 3.1.4 "erraten” hatten.

= e™[cos bx + isinbx — cos-bx — isin-bzx| = 2ie® sin bz.



60 3. Gewdhnliche Differentialgleichungen

3.3.4 Beispiel. Wir betrachten die DGL
y' =2ty =e",
die zugeordnete homogene DGL hat die charakteristische Gleichung
r?—2r+1=0, dh,rs=1
Wir sind im Fall 2 und haben das Fundamentalsystem der homogenen DGL
y1(z) =€e” und yo(x) = xe® mit y; = €” und y, = € + we”.
Die Formel (3.26) zur Bestimmung einer speziellen Losung lautet

() () n(@)f@)

W (y1,y2; x) 42(2) W (y1,y2; x)

y*(x) = =y (x)
Es gilt W (y1, y2; ) = y1vh — yiya = €%(e” + ze”) — ze%e® = €% sowie
Yo () f (1) = xe®e” = xe** und y,(v)f(r) = e%e” = **
und somit (wir setzen unten die Integrationskonstanten gleich Null)
Y= —em/xdl‘ + ze” / ldx = —ex%xQ + zefr = %xZem.
Die allgemeine Losung lautet also mit ¢y, ¢y beliebig

y(x) = c1e” + cowe” + %xQez.



Kapitel 4
Differentialrechnung im R"

4.1 Grundlagen der Analysis im R"

In der Analysis von Funktionen in n Veranderlichen spielen Begriffe wie offene Menge,
abgeschlossene Menge, Konvergenz von Punktfolgen im R", kompakte Menge, stetige Funk-
tion etc. eine wichtige Rolle. Zum Nachlesen verweisen wir vor allem auf P. Kall, Analysis
fiir Okonomen , Abschnitt 5.1.

4.1.1 Normaquivalenz im R". Wir erinnern an die in der Mathematik I eingefithrten
Normen im R” — dabei sei # = (z1,...,2,)" —:
euklidische Norm ||z||s = VT,

Summennorm ||z||; = > " |xil,
Maximumnorm ||z || = max<;<p, |2;].

Sind nun || - || und || - ||’ irgend zwei Normen im R™, so sind sie dquivalent in folgendem
Sinne: Es existieren Zahlen a > 0 und § > 0, so dass fiir alle x € R” gilt:

allz] < =" < Bl (4.1)
Zum Beispiel ist

1
12]loe < ll2ll2 < V/nll2lloc baw. ﬁHle < [lzlla < {l]ls-

2

Man mache sich das im Falle n = 2 durch Aufzeichnen der abgeschlossenen Einheits” kugeln
{z|||z]|, < 1} fir p € {1,2, 00} klar.

Den Beweis von (4.1) geben wir weiter unten als Anwendung des Extremwertsatzes von
Weierstrass, vgl. Punkt 4.1.19. &
4.1.2 Definitionen. Sei || - || irgendeine Norm im R” und z € R". Die Menge

Be(z,r)={z eR"|||lx—z|| <r} (r>0)

heisst offene Kugel um z mit Radius r oder offene r-Umgebung von z (beziiglich der
gegebenen Norm).

61
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Die Menge
Bzr)i={z e R |[le =z <} (r20)

heisst abgeschlossene Kugel um z € R™ mit Radius r (beziiglich der gegebenen Norm).

Eine Teilmenge U C R™ heisst Umgebung von z, falls ein ¢ > 0 existiert, so dass
B°(z,e) C U.

Ein Punkt z € M einer Teilmenge M von R"™ heisst tnnerer Punkt von M, falls eine
Umgebung U von z existiert, die in M enthalten ist. Die Menge aller inneren Punkte von
M wird mit ent M bezeichnet.

Eine Teilmenge M C R™ heisst offen, falls alle Punkte von M innere Punkte von M
sind, also falls M = int M gilt.

Eine Teilmenge M C R™ heisst abgeschlossen, falls die Komplementmenge R" \ M
offen ist.

Eine Teilmenge M C R" heisst beschrankt, falls es ein x € R™ und ein r > 0 gibt, so
dass M C B(z,r) gilt.

Bemerkungen. Der Durchschnitt und die Vereinigung endlich vieler offener Mengen
sind offen, ebenso ist der Durchschnitt und die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener
Mengen wieder abgeschlossen.

Man tiberlegt sich leicht, dass sogar die Vereinigung beliebig vieler (also auch un-
endlich vieler) offener Mengen wieder offen ist, ebenso ist der Durchschnitt beliebig vieler
abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen.

Die Vereinigung unendlich vieler abgeschlossener Mengen ist dagegen nicht immer
abgeschlossen, man betrachte die Vereinigung der einelementigen Mengen {1/n}, n € N
(iiberlegen, warum!!). Auch der Durchschnitt unendlich vieler offener Mengen muss nicht
offen sein, man betrachte den Durchschnitt der offenen Intervalle (—%, %), n € N, das ist

offenbar die in R abgeschlossene (einelementige) Menge {0}. <&

4.1.3 Ubung. Zeigen Sie, dass fiir jedes r > 0 die "offene” Kugel B°(z,r) wirklich
eine offene Menge und fiir jedes » > 0 die "abgeschlossene” Kugel B(z,r) wirklich eine
abgeschlossene Menge ist. &

4.1.4 Definition. (Konvergenz) Man sagt, die Folge {z,} C R" konvergiert gegen den
Punkt a € R", falls zu jedem € > 0 die Kugel B°(a,¢) fast alle Elemente der Folge {x,}
enthalt, d.h., falls zu jedem ¢ > 0 ein n’ € N existiert, so dass

|z, —al| <e VYn>n'
Dabei heisst a Limes oder Grenzelement der Folge {z,}, und man schreibt

a= lim z,.
n—oo

Mit anderen Worten: Die Folge {x,} konvergiert genau dann gegen a, wenn ||z, —a|| — 0
fiir n — oo. &
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4.1.5 Ubung. Machen Sie sich fiir die Normen ||-||1, || ||2 und || -||e klar, was Konvergenz
einer Punktfolge im R"™ bedeutet. Wegen der Norméquivalenz (vgl. 4.1.1) kann man
dann offenbar in jeder dieser Normen sowie jeder beliebigen Norm im R"™ schliessen, dass
{aF = (2F,...,2%)} genau dann gegen a = (ay, ..., a,) konvergiert, wenn z¥ — a; fiir alle

ie{l,...,n} und k — 0. &

Nun geben wir einen Satz an, der zeigt, dass der bereits bekannte Begriff einer abgeschlosse-
nen Teilmenge der reellen Zahlengerade (vgl. Bemerkung 1.1.14) in das jetzt benutzte
Konzept passt.

4.1.6 Satz. Eine Menge M C R" ist abgeschlossen genau dann, wenn fiir jede konvergente
Folge {x,}nen € M ihr Limes x* ebenfalls zu M gehért. &

Beweis.

("nur dann, wenn”-Richtung) Sei M abgeschlossen, dann ist R™ \ M offen. Angenom-
men, es gibt eine Folge {z,} € M mit 2* = lim, ., z, € R" \ M, dann miisste z,, fiir
grosse n auch in R™ \ M (offene Menge!) liegen - ein Widerspruch.

("wenn”-Richtung) Ist M nicht abgeschlossen, dann ist R™\ M nicht offen. Es existiert
also ein z* € R" \ M, so dass fiir jedes » > 0 die Umgebung B°(z*,r) auch Punkte
von M enthalt. Wéahle 2! € M N B°(z*,ry) mit r; = 1, dann 2? € M N B°(z*,75) mit
ry = min{3, ||zt — 2*||}, dann 2 € M N B°(2*,r3) mit 5 = min{3, |2 — 2*||} usw. Das
ist eine Folge {z"} C M, die gegen x* ¢ M konvergiert, was zu zeigen war. O

4.1.7 Ubung Untersuchen Sie die folgenden Tellmengen von R bzw. R?

M, = {x€R|sm——1 oder =z =0}
My, = {zeR|sinz=1 oder z =0}
M; = {veR*|vTv<1}
My = {veR*|vTv>1}
M; = {veR*|vv=1}

im Hinblick auf die Eigenschaften, offen, beschrankt bzw. abgeschlossen zu sein. Siehe
auch das folgende Lemma. <&

4.1.8 Lemma. Seien f : R" — R stetig und o € R eine gegebene Konstante. Dann
ist die Menge {x € R"| f(z) < a} offen, wihrend die Mengen {x € R"| f(z) < a} und
{z € R"| f(z) = a} abgeschlossen sind. &
Beweis.

(i) Gilt f(z*) < a, so existiert eine Umgebung U von z*, dass f(z) < « fiir alle z € U
gilt. In der Tat: Ware das nicht der Fall, gabe es eine Folge von Punkten z", die gegen z*
konvergiert, aber f(z™) > « erfiillt. Da f stetig ist, folgt f(2*) = lim, . f(2") > «, das
ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.

(ii) Wenn f stetig ist, ist auch —f stetig. Also ist die Menge

{reR"[f(z) <a} ={zr eR"| - f(z) = —a}
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als Komplement der gemaéss (i) offenen Menge {z € R"| — f(x) < —a} abgeschlossen.
(iii) Es gilt nach (ii) und den Bemerkungen in Punkt 4.1.2, dass

{r eR"| f(z) =a} ={z e R"[ f(z) <a}n{z e R"| - f(z) < —a}

als Durchschnitt abgeschlossener Mengen abgeschlossen ist. O

4.1.9 Definition. Sei M eine Teilmenge des R™. Dann heisst M kompakt, wenn aus
jeder Folge {x,}nen € M eine konvergente Teilfolge {z,, }ren ausgewdhlt werden kann,
deren Limes 2*(€ X) ebenfalls zu M gehort. &

4.1.10 Satz. Sei M C R". Dann ist M genau dann kompakt, wenn M beschrankt und
abgeschlossen ist. &

Beweis.

Sei zunachst M kompakt gemass Definition 4.1.9. Mit Satz 4.1.6 impliziert das zunéchst
die Abgeschlossenheit. Es bleibt zu zeigen, dass M beschrankt ist. Das beweisen wir
indirekt. Ware Menge M unbeschrankt, dann existierten zwei Folgen {x,,} und {y,} in M,
so dass ||z, — Yn|| — 0o mit n — co. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konvergieren
aber wegen der Kompaktheit von M die Folgen {z,} und {y,} gegen Grenzelemente z*
bzw. y* (andernfalls wihle konvergente Teilfolgen), was nach Dreiecksungleichung auf

2 = ynll < llzn = 2" + [l =yl + 1y = gl = [l2" = y"[| < 400

und somit auf einen Widerspruch fithrt. Also ist M beschrankt.

Sei nun M beschréankt und abgeschlossen im R™. Da M beschréankt ist, konnen wir we-
gen der Norméquivalenz im R™ annehmen, dass M in der Maximumnorm || - ||o, beschrankt
ist. Ist also {2*}ey irgendeine Folge von m-Tupeln in M, so ist die (reelle) Folge der
ersten Komponenten {z}}rey beschrinkt. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass hat
{x¥}1en eine gegen ein z7 konvergente Teilfolge: die entsprechende abzihlbar unendliche
Teilmenge von N heisse N;. Da auch die (reelle) Folge der zweiten Komponenten {z5 }ren
beschriinkt ist, ist es auch die Teilfolge {25 }ren,. Diese hat wieder eine gegen ein % kon-
vergente Teilfolge usw. Also existiert nach endlich vielen Auswahlen von Teilfolgen eine
Teilfolge von {z*}ren (das sind n-Tupel), die gegen ein 2* € R™ konvergiert. Da iiberdies
M abgeschlossen ist, liegt * in M, die Menge M ist also kompakt, was zu zeigen war. O

4.1.11 Beispiel. Typische Beispiele fiir kompakte Teilmengen von R bzw. R™ sind die
beschrinkten abgeschlossenen Intervalle [a,b] bzw. die verallgemeinerten beschrénkten
abgeschlossenen Intervalle [ay, b1] X ... X [an, b,]. &

4.1.12 Ijbung. Zeigen Sie, dass
M = {(z,y) eR* | 2* <y < [a]}

kompakt ist. Zusatzfrage: Welche der Mengen in Ubung 4.1.7 sind kompakt? &
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4.1.13 Definition. Eine Funktion f : D C R" — R™ heisst stetig im Punkt z € D,
falls

lim f(z) = f(2),

Tr—z

d.h., falls zu jeder Folge {x,}nen € D mit lim, .oz, = 2z gilt:  lim, . f(x,) = f(2).
f heisst stetig (auf D), falls f in jedem Punkt z € D stetig ist. O

4.1.14 Bemerkung. Sei D C R" offen. Man kann zeigen: f : D — R™ ist genau dann
stetig in z € D, falls zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so dass

|z =zl <0 = [f(z) - fR)l <e

Dabei héngt im allgemeinen § von € und z ab. Hinweis: || - || bedeutet rechts und links
des Pfeils eigentlich etwas voneinander Verschiedenes, da es sich um Normen im R” bzw.
R™ handelt. Es ist aber in der Literatur tiblich, die Bezeichnungen nicht zu unterscheiden,
wenn es keine Verwechslungen geben kann. &

4.1.15 Bemerkung. Im Spezialfall m = 1 ist das prézise der im Fach Mathematik [
studierte Stetigkeitsbegriff. Ist f eine Vektorfunktion (also m > 1), bestehend aus den
Komponenten fi,..., f, mit f; : D C R® — R fiir alle 5 von 1 bis m, dann bedeutet
Stetigkeit von f, dass jede Komponente stetig sein muss (Norméquivalenzsatz!).

Die Betrachtung einer Vektorfunktion ist eigentlich nur eine kurze (”elegante”) Schreib-
weise, um mehrere funktionelle Zusammenhéange auf einen Blick zu erfassen, z.B. konnte

( filz,y) ) B ( v +y )

fa(,y) VY

zwei Produktionsfunktionen zusammenfassen, die erste erfasst einen linearen Zusammen-
hang, die andere einen gemass einer Cobb-Douglas-Funktion. Der Wirtschaftsstudent

kennt das gut aus der Darstellung eines Vektors von Outputs, eines Vektors von ver-
schiedenen Produktionsfaktoren usw. &

4.1.16 Verkniipfungen. Sind f : R® — R™ stetig in z € R" sowie ¢ : R™ — R? stetig
in y = f(2), dann ist die Funktion h : R® — R mit h(x) := [g o f](x) := g(f(x)) stetig in
z, wie man sofort aus der Definition 4.1.13 schliesst.

Fir f: R" — R und g : R” — R sind die Funktionen f + g, f - g und f/g wie iiblich
definiert (die Bilder sind ja in R!). Sie sind stetig (in z oder auf R"), falls f und g stetig
(in z oder auf R") sind, wobei bei f/g die Voraussetzung (g(z))? > 0 (fiir z nahe z bzw.
x € R™) erfiillt sein muss. &

4.1.17 Satz. Sei f : M C R®" — R™ stetig. Dann gilt: Ist M kompakt, so ist auch
f(M) C R™ kompakt. &
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Beweis. Sei {y,} irgendeine Folge in f(M). Dann existiert eine zugehorige Folge {x,} C
M mit y,, = f(z,,) fiir alle n. Da M kompakt ist, hat {x,} eine konvergente Teilfolge {x,, }
mit Limes z* € M. Da f speziell stetig in x* ist, folgt

fa) = Jim f(en,)

also ist {y,, } eine konvergente Teilfolge von {y,} mit Limes y* = f(z*) € f(M). Folglich
ist f(M) kompakt. O

4.1.18 Satz. (Satz von Weierstrass iiber die Existenz von Extrema)

Seien M eine kompakte Teilmenge des R™ und f : M — R stetig. Dann gibt es ein x* € M
und ein z, € M, so dass f(2*) = max{f(z)|x € M} und f(z.) = min{f(z) |z € M},
d.h., die Funktion f nimmt auf M sowohl ihr Maximum als auch ihr Minimum an. &
Beweis. Nach dem vorhergehenden Satz ist f(M) C R kompakt, also eine beschrankte,
abgeschlossene Teilmenge von R. Folglich existieren

sup f(M) :=sup{f(z) |z € M} und inf f(M) :=inf{f(z)|z € M}.

Nach Korollar 1.1.13 existieren dann Folgen {a,,} C f(M) und {8,} C f(M), so dass
a, — sup f(M) und G, — inf f(M). Da f(M) abgeschlossen ist, folgt sup f(M) € f(M)

und inf f(M) € f(M), was zu zeigen war. O
4.1.19 Norméiquivalenz im Vektorraum der n-Tupel reeller Zahlen. Es seien ||-|’
und || - || zwei Normen auf R”. Dann gibt es Konstanten 0 < o < 3, so dass

allzl] <z < Bllzl| Ve R™ (4.2)
Beweis. Man iiberlegt sich leicht, dass es geniigt, den Fall ||-||" = ||-||2 (euklidische Norm)
zu betrachten. Da sich jedes € R™ mit Hilfe der kanonischen Basis {e',... e"} von

Einheitsvektoren als x = Z?Zl x; ¢/ darstellen lasst, folgt nach den Rechenregeln fiir eine

beliebige Norm und speziell fiir die euklidische Norm und das euklidische Skalarprodukt
(+,+) (mit Ungleichung von Cauchy-Schwarz):

n n
lzll =11zl < D (gl €)= { (aal, s zal), (et lle™ ) ) < Nl
j=1 j=1

Damit ist die linke Ungleichung in (4.2) im Falle || - ||' = || - || gezeigt, man setze a™! =
> i1 lle?|[?. Zum Nachweis der rechten Ungleichung bemerken wir zundchst, dass die
Funktion ¢(z) := ||z|| stetig auf dem normierten Raum (R" || - ||3) ist, denn mit der
Dreiecksungleichung fiir || - || und der linken Ungleichung in (4.2) bei || - ||" = || - |2 gilt
[zl =1yl T < llz =yll < llz = yllo/a Yo,y € R™

Die Einheitssphére S = {z | |||z = 1} ist beziiglich (R", ||-||2) beschrénkt und nach Lemma
4.1.8 auch abgeschlossen, also kompakt. Nach dem Satz von Weierstrass nimmt ¢ auf §
ihr Minimum in einem z* € S an. Es gilt fiir jedes 2 # 0, dass z := ||z||;'2 in S liegt und
somit ||z|| > ||z*|| mit [|z*|| > 0 gilt. Daraus folgt ||z|s < B]|z| mit 8 := ||z*|~!, was zu
zeigen war. O
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4.2 Partielle und totale Differenzierbarkeit

4.2.1 Vorbemerkung. Vorausgesetzt werden in dieser Vorlesung die grundlegenden
Begriffe und Ergebnisse iiber die Differenzierbarkeit reellwertiger Funktionen in einer oder
zwei reellen Veranderlichen, wie sie in der Lehrveranstaltung Mathematik [ behandelt
wurden, z.B.: Definitionen von Ableitung (bzw. partieller/totaler Differenzierbarkeit), Dif-
ferential (bzw. totalem Differential) und Tangente (bzw. Tangentialebene), Interpretation
als Linearisierung, Kettenregel und andere Rechenregeln, Ableitungen héherer Ordnung,
Kriterien fiir Monotonie reeller Funktionen, Konvexitét/Konkavitéit und relative Extrema
sowie Mittelwertsatz und Satz von Taylor fiir reelle Funktionen (siche auch Kapitel 2). <

4.2.2 Generelle Voraussetzung. In diesem Kapitel betrachten wir den R™ stets als
normierten Vektorraum mit einer gegebenen Norm || - ||. Wegen des Norméquivalenzsatzes
darf || - || als beliebig angenommen werden; Begriffe wie offen, kompakt etc. beziehen sich
dann auf diese Norm. Arbeiten wir einmal mit einer konkreten Norm wie || - ||o oder || - ||,
geben wir das an. In der Regel bezeichnet 0 das Nullelement des betrachteten Raumes (in
R wie in R™ oder R").

4.2.3 Definition. (Repetition) Sei D C R" eine (nichtleere) offene Menge, f : D — R

eine reellwertige Funktion und z° = (29,...,2%)T € D. Die Funktion x +— f(z) heisst im

ren

Punkt 2° partiell differenzierbar nach x;, falls der Limes

fe,(2°) == lim f(2® +te') — f(2Y)

t—0 t

existiert. Dabei ist e’ der i-te Einheitvektor im R™. Wie iiblich beschrankt man sich bei
der Limesbildung auf ¢ # 0, so dass 2° + te’ € D.

Dabei heisst f,,(2°) i-te partielle Ableitung von f in x° bzw. partielle Ableitung
von f nach z; in 2°, und man schreibt synonym auch

01(") oder of

0 (0
s axz(x) oder D;f(z").

Offenbar ist die partielle Ableitung von f nach z; im Punkt 2° identisch mit der Ableitung
der reellen Funktion ¢;(t) := f(2° + te'), t € R, im Punkt ¢ = 0.

Als Gradient von f im Punkt 20 = (29,...,2%)T bezeichnen wir den Vektor (in der
Regel spaltenweise geschrieben)

vf('xo) = (fm (Io)ﬂ s 7frn<xo))-r7

statt V f(z°) schreibt man auch grad f(z°).
Ist f partiell differenzierbar nach z; auf D (d.h., in allen Punkten x € D), so heisst die
Funktion z € D — f,,(z) partielle Ableitung(sfunktion) von f nach x;. &
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4.2.4 Hohere partielle Ableitungen. Ist D C R" offen und f : D — R auf D nach
x; partiell differenzierbar sowie die Funktion « — f,,(z) nach z; partiell differenzierbar in

of(x

einem Punkt 2° € D, so erhilt man mittels - < o
j i

> die zweite partielle Ableitung

von f nach x; und z; in x° und schreibt dafiir

2£(..0 2
1) oder 0

0
f:cim]- (Jf ) oder 8@8:70] 8%81’]

().

Sinngemass ist die Schreibweise auch fiir partielle Ableitungen noch hoherer Ordnung,
wenn sie existieren.

Wenn in z° zweite partielle Ableitungen von f nach z; und z; fiir alle 4,5 € {1,...,n}
existieren, fasst man sie in der Hesse-Matriz

v2f($0) = (fl‘zl‘y (IO))i,jzl ..... n

zusammen. Statt V2 f(z2°) finden sich in der Literatur auch Schreibweisen wie Hessf(z°)
oder H;(z°) oder D?f(a").

Unter gewissen Voraussetzungen lasst sich die Reihenfolge der partiellen Differentiation
vertauschen, das sagt der folgende

Satz von Schwarz. Sei f auf einer offenen Umgebung U von z° € R" nach z; und z;
partiell differenzierbar und existiere f,,.;(x) fiir alle z € U. Ist die Funktion f, . (-) stetig
auf U, dann existiert auch f, ., (), und es gilt

Wenn die Aussage fiir alle i, j € {1,...,n} gilt, so sind folglich die Hesse-Matrizen V2 f(z),
x € U, symmetrisch.

Beweis. Vgl. den Beweis von Satz 5.7 in P. Kall, Analysis fir Okonomen bzw. den
Beweis von Satz 1 von §5 in O. Forster, Analysis 2. &

4.2.5 Definition. Seien f : D C R® — R eine reellwertige Funktion, D eine offene Menge
und z° € D.

f heisst im Punkt z2° differenzierbar (genauer auch total differenzierbar oder vollstindig
differenzierbar oder Fréchet- differenzierbar), falls

f@® 4+ u) = f(2°) + Vf(2")Tu + o(u) (4.3)

fiir 2° + v € D gilt (das ist die bekannte Linearisierungsformel von Weierstrass), wobei

0(0) =0 und % — 0, falls ||z]| — 0. (4.4)
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Mit anderen Worten (wenn man die Definition von o(-) beriicksichtigt): zu jedem ¢ > 0
gibt es ein 9 > 0 derart, dass

1f(2° +u) — f(2°) = V(") Tu| < el|u|| fiir alle w € R™ mit ||ul| < 9. (4.5)

&

4.2.6 Wir erkennen in der Definition 4.2.5 den aus der Schule bekannten Spezialfall dif-
ferenzierbarer reeller Funktionen f : D C R — R wieder. Es gilt mit dem Differentialquo-
tienten f’(z2°)

P+ u) = F(@) + F(°) - u+ ofu)

das ist der bekannte Spezialfall der Linearisierungsformel von Weierstrass. <&

4.2.7 Definition. Sei nun f = (fi,..., fm)" eine Vektorfunktion, also f : D C R® — R™
und seien wieder D eine offene Menge und 2° € D.

f heisst im Punkt 2° differenzierbar, falls die Komponentenfunktionen f;, i =
1,...,m, differenzierbar sind. Fassen wir die Gradienten zeilenweise zu einer Matrix
D f(z°) zusammen, so hat diese die Form

Af1(z° 8f1(z°

Vi) Tt e T
Df (") = : = : N (4.6)

nT 8fm (z°) 9fm (z°)

Vfnle?) st | ipta)

und es gilt

f@®+u) = f(a") + Df(2")u + o(u), (4.7)
fir 2° + u € D, wobei o(u) = (01(u),...,0,(u)) nun der Vektor der Fehlerfunktionen o;

(geméss (4.4)) fir die Funktionen f; ist, es gilt also

0(0) =0 und o)l — 0, falls ||z|| — 0.

]

Eine Funktion mit dieser Eigenschaft von o(:) nennt man o-Typ-Funktion.
Die gemiss (4.6) definierte Matrix D f(2°) heisst Jacobi-Matriz (auch Funktional-
matriz) zu f in 2. Andere in der Literatur iibliche Schreibweisen sind z.B. f’(z°) und

Jf (:L"O)
Die lineare Abbildung L : R" — R™ mit L(u) := D f(2°)u heisst (Fréchet)-Ableitung
von f im Punkt 2°.! <&

"Wegen der bekannten Zusammenhinge zwischen linearen Abbildungen und Matrizen kénnen wir die
Begriffe Ableitung und Jacobi-Matriz (bzw. Gradient fir reellwertige Funktionen) synonym verwenden.



70 4. Differentialrechnung im R™

4.2.8 Ableitung der Linearkombination von differenzierbaren Funktionen. Sind
f,g: D C R* — R™ differenzierbar in 2° € D, D offen, so ist auch Af + pug mit A\, u € R
differenzierbar in 2%, und es gilt

D(Af + ng)(z®) = ADf(2°) + pDg(a®).

Das folgt elementar sofort aus den Definitionen. <&

4.2.9 Totales Differential und Tangentialebene reellwertiger Funktionen. Fiir
f:DCR" =R, Doffen, 2° € D,

erhalten wir die aus der Mathematik I im Falle n = 2 bekannten Interpretationen. Die
Ableitung D f(z°) ist natiirlich der (als Zeilenvektor geschriebene) Gradient

vf(xO)T = (fm (1,0)7 R (xO))

von f in 2%, die Werte der linearen Abbildung L(u) = V f(2°)Tu definieren mit v = x — 2°
die lineare Approximation [(x) := f(2°) + L(z — z°) von f in 2, also

l(2) = f(2°) + Vf(2") T (x = 2%) = f(2°) + Z fay (@) — ). (4.8)

Im Falle n = 2 ist das also die Ihnen wohlbekannte Beziehung

Z(Il’xQ) = f(xgjv J}g) + fa (17(1), J}g)(ZL’l - ZL‘?) + fas (ZE?,ZL’S)(IQ - xO).

Setzt man in der Linearisierungsformel (4.3) von Weierstrass u = dv = (dzy,...,dr,)"

sowie df := df |,—p0 = f(2° + dz) — f(2°) — o(dz), so folgt
df = Vf(2°)de = f,, (") dwy + ...+ fo, (2°)dz,,

d.h., die Formel fiir das totale Differential von f in 2°. Im Falle n = 2 ist das also die
Ihnen wohlbekannte Beziehung

df = fx1 (x(l)u xg)dxl + f€E2 (xcl)v l’g)dl‘z

Schreibt man « = x — 2° und fiihrt die Variable ,,.1 = I(x) ein, so ergibt die Formel der
linearen Approximation (4.8)

Tpt1 = f(xo) + Z f$]’ (J]O)(Ij - l‘?),
j=1
d.h., die Gleichung der Tangentialhyperebene an den Graphen {(x, f(z))|z € D} von f

im Punkt (2%, f(2°)). Fiir n = 2 gilt also die Thnen wohlbekannte Gleichung

T3 = f(l’(l),l’g) + fl“l ($?7I(Q))(I1 - ‘73(1)) + f22 (I(l]vxg><x2 - Ig)?

und man spricht dann im Einklang mit der Terminologie aus der linearen Algebra von der
Tangentialebene. &
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4.2.10 Bemerkung. Bereits aus der Mathematik I ist bekannt, dass eine in einem
gegebenen Punkt nach allen Variablen partiell differenzierbare Funktion dort nicht einmal
stetig, geschweige denn (total) differenzierbar sein muss. Wir erinnern an das Beispiel:

2 falls 22 4+ 42 > 0,

=< 24y
f(@y) { 0, falls x =y =0,

betrachtet in (0,0). Es gilt aber der folgende Satz. <&

4.2.11 Satz. Sei D C R" offen und habe f : D — R auf D partielle Ableitungen f,, nach
allen Variablen x;. Sind fiir alle j die partiellen Ableitungen f,, in einem Punkt e D
stetig, dann ist f in 2° differenzierbar.

Das impliziert: Ist f = (f1,..., fm)" eine Funktion von D in R™, deren Komponenten
fi den eben gestellten Voraussetzungen gentigen, so ist f differenzierbar.

Beweis. Vgl. Vorlesung oder Beweis von Satz 2 in §6 in O. Forster, Analysis 2. a

4.2.12 Definition. Eine Funktion f : D C R" — R, die nach allen Variablen im Punkt 2°
stetige partielle Ableitungen hat, heisst (auf D) stetig differenzierbar in x° oder stetig
partiell differenzierbar in x° nach allen Variablen.

Eine Funktion f : D € R®™ — R, die nach allen Variablen auf D stetige partielle
Ableitungen hat, heisst stetig differenzierbar oder stetig partiell differenzierbar nach
allen Variablen.

Existieren in 2° € D alle zweiten partiellen Ableitungen von f und sind dort stetig, so
heisst f zweimal stetig differenzierbar in 2° oder zweimal stetig partiell differenzierbar
in 2° nach allen Variablen. Ist diese Eigenschaft fiir alle 2° € D erfiillt, spricht man einfach
von f als einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion.

Sind fiir eine Vektorfunktion f = (fi,..., f,n)" die betreffenden Eigenschaften fiir alle
Komponenten f; erfiillt, werden die hier definierten Begriffe analog verwendet. &

4.2.13 Repetition: Kettenregel fiir reelle Funktionen.

Seien X C R und Y C R offene Mengen sowie g : X — R und f: Y — R Funktionen mit
g(X) C Y. Sind g in zg € X differenzierbar und f in yo = g(x¢) differenzierbar, dann ist
auch

h(z) = f(g(z)), z € X,

in z differenzierbar, und es gilt — dussere Ableitung mal innere Ableitung —
W (o) = f'(9(x0))g' (x0),

d.h., in der Schreibweise nach Leibniz

dh(zo) _ df(g(x0)) dg(wo)
dx dy dx

(” Faustregel” mit z = z(y(z)): gz — cz3y

Analog gilt die folgende (verallgemeinerte) Kettenregel. <&
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4.2.14 Satz. (- verallgemeinerte - Kettenregel) Seien X C R" und Y C R™ offene
Mengen sowie g : X — R™ und f : Y — RY Funktionen mit g(X) CY. Sind g in 2° € X
differenzierbar und f in y° = g(2°) differenzierbar, dann ist auch

hi=fog:X —R': h(z):= fg(x)), v € X,

in 2° differenzierbar, und es gilt — dussere Ableitung mal innere Ableitung —

Dh(s%) = Df(g(s)) Dy(s"), (19)
wobei D f(g(x°)) die Jacobi-Matrix von f im Punkt y° = g(z°) sowie Dh(x°) und Dg(z°)
die Jacobi-Matrizen von h bzw. g im Punkt 2° sind. <&

Bemerkung.

Bevor wir den Satz beweisen, geben wir erst einmal Spezialfélle der Formel (4.9) an. Die
Voraussetzungen des Satzes seien jeweils erfiillt.

1. Sei ¢ =1, d.h., sei f reellwertig. Wir sind also in der Situation
hz) = f(gr(z),...,9m(x)) €R, z € X CR"
Dann lautet die Kettenregel (4.9) in Matrix-Schreibweise wie folgt:
VAT = Vf(g1(2"), . gm(2") Dg(a"),
man beachte dabei, dass die Jacobi-Matrix der reellwertigen Funktion

Y1y Ym) ER™ = fly1,...,ym) € R

gleich dem Gradienten von f in Zeilenschreibweise, also gleich (V f)T ist, analog fiir

h! Ausgeschrieben ergibt sich mit 2° = (29,...,2%)T (in der Leibniz-Schreibweise

partieller Ableitungen, die hier einpriagsamer ist):

<8h(:c0) Oh(x) >

Oox1 7" Oz,
g1 (2°) 9g1(z°)
0x1 tc Oxy,
_ (8f(gl(:v0),...7gm(x0)) Bf(gl(mo),...,gm(xo))) . .
8y1 e 8ym : . )
g (2°) g (2°)
Bxl e an
die Kettenregel fiir f(g(x)) reell, y = g(x) Vektor, x Vektor.
In Summenschreibweise (Leibniz-Form) bedeutet das fur j € {1,...,n}:
B(20 m 0y 0 (0
) _ 5~ 0F(ane). . 0u(a") 0510%) o)
a?L’j 8yz aZL‘j

=1

in Kurzschreibweise h,;(2%) = 3202, fi,(g1(2%), ..., gm(2%)) (9:),,(°).
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2. Im Spezialfall (nach Variablenumbenennung)
h(t) = f(z(t),y(t)) mitz,y: X CR—-R
ist Thnen die Kettenregel (4.10) in ¢y € X wohlbekannt:
W(to) = fu(z(to),y(to)) 2'(to) + fy(z(to),y(t0)) ¥ (to), (4.11)

diesmal wieder in der Kurzschreibweise fiir partielle Ableitungen geschrieben.

3. Verallgemeinern wir (4.11) auf die reellwertige zusammengesetzte Funktion
h(t) = flgi(t), -, gm(t), 9i: X CR—=RVi, f:Y CR™ =R, (4.12)
ergibt sich aus (4.10) sofort — es ist nur z in ¢ umbenannt worden — die

Kettenregel fiir f(g(t)) reell, y = g(t) Vektor, t reell:
W(to) = fu(gilto), -, gm(to)) gi(to), (4.13)
i=1

d.h.; in Leibniz-Schreibweise:

s gm(to)) dgi(to)

dh(t)) <~ 0f(91(to)
dt _;

4. Setzt man in (4.12) die Vektorfunktion g(¢) noch spezieller an, und zwar durch
gt) =y’ +tv, teR (y°, v € R™ gegeben),
(also komponentenweise g;(t) := y? + tv; Vi), so ist
h(t) = F(3° + o).

Dann definiert 4'(0) in diesem Spezialfall die Richtungsableitung der reellwertigen
Funktion f = f(yi1,...,Ym) im Punkt y° in Richtung v:

(0) = lim fy° +tv) - f(y°)

t—0 t

= Vi)
= nyi(y?w--,yfn)vi- (4.14)

Das ist leicht einzusehen: man beachte in (4.13), dass hier g;(0) = 32 und ¢}(0) = v
fiir alle 1.
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5. Seinun f = f(t) eine Vektorfunktion einer reellen Variablen ¢t und t = g(x) reellwertig

in n Variablen, d.h.,

hi(xy, .. xn) = filg(ze, ... x0)), k=1,...,q.
Dann spezialisiert sich Formel (4.9) (man beachte wieder Dg = (Vg)T") zu
Dh(a") = Df(g(a")) Vg(z")",

d.h., mit 20 = (29,...,2%),
N D h(s6)
TR (A B 7 0
Ohy(a?) Ohy(a?) dalg(") om0 Om )
el y

d.h., in Leibniz- bzw. Kurz-Schreibweise firt=1,...,q, 7=1,...,n,

Ohi(«%) _ dfi(g(x")) dg(2°)

- G g b e ) = Alea) g, ().

Am einfachsten merkt man sich also die Kettenregel in Matrixschreibweise (4.9) und
beachtet, dass dabei die Gradienten jeder Komponentenfunktion jeweils als Zeile geschrie-
ben sind. &

Beweis von Satz 4.2.14.

Sei

A:=Dg(2") und B:=Df), y° = g(z°).

Zu zeigen ist, dass BA der Definition 4.2.7 beziiglich h(z) = f(g(z)) in 2° gentigt.

Nach Voraussetzung gilt mit o-Typ-Funktionen o, und oy

g(2° +u) = g(2°) + Au + 0g(u) und f@°4+v) = f°) + Bv + or(v).

Sei v speziell

vi=g(2° +u) — g(a”) = Au+ o, (u).

Dann folgt

flga®+u) = flg(z°) +v)
= f(g9(2")) + Bv + of(v)
= f(9(s°)) + BAu+ Boy(u) + op(Au + o0,(u)).

Dass Boy(u)+o(Au+o,4(u)) eine o-Typ-Funktion o(u) ist, iiberlegt man sich leicht. Damit
hat BA die gesuchte Eigenschaft. O
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4.2.15 Korollar. Sind in Satz 4.2.14 die Funktionen f und g sogar stetig differenzierbar,
so ist es auch die zusammengesetzte Funktion h = f o g. &

Beweis. Die Aussage folgt daraus, dass alle auftretenden partiellen Ableitungen von f und
g stetig sind und nach Satz 4.2.14 die partiellen Ableitungen der Verkniipfung existieren
und sich aus partiellen Ableitungen von f und g zusammensetzen. Dabei iibertragt sich
ihre Stetigkeit auf die Zusammensetzung. a

4.2.16 Ijbung. In einer Unternehmung setzen sich die durchschnittlichen Produktions-
kosten k; und Lagerkosten ks als Funktionen der Faktormengen t¢,s und des Outputs y
folgendermassen zusammen

( k(s t,y) > [ v (ot ars + ast)p(s, L)
ka(s,t,y) Bo + By~ + Boy + (s, t,y) ’

wobei a; und (3; gegebene Konstanten sein sollen. Die Funktion ¢ sei stetig differenzierbar
auf R? x (0, +00).

1. Man bestimme fiir jede Kostenart die jeweiligen (partiellen) Grenzkosten der Fak-
toren s,t und des Outputs y. (Hinweis: Das geht elementar ...)

2. Berechnen Sie dieselben Grossen auf dem Weg iiber die allgemeine Formel (4.9),
indem Sie dort h := k sowie
gi1(s,t,y) =y Hao + ars + ast),
92(s,t,y) = (s, 1, y),
93(s,t,y) = Bo + by~ " + By,
fil&m,v) =&n and fo(§n,v) =n+v

setzen. &

4.2.17 ﬂbung. Man berechne den Gradienten der zusammengesetzten Funktion
h(x1, 29, 03) = f(sina, + cosay + Inws, 7 wex3 ), o1,79,13 > 0,

auf dem Weg iiber die allgemeine Formel (4.9), wobei vorausgesetzt sei, dass f : R? — R
stetig differenzierbar ist. <&

4.2.18 Homogene Funktionen. Eine Funktion f : R" — R heisst bekanntlich homogen
vom Grade s, s € N, wenn fiir beliebige A € R und = € R” gilt f(Ax) = A*f(x). Man kann
auch die Einschrankung auf A > 0 und = > 0 (komponentenweise) betrachten.
Beispielsweise ist eine Produktionsfunktion y = f(z1,xz5), die von Faktormengen z;,
xo abhéngt, homogen vom Grade 1 (man sagt dann, sie sei linear homogen), wenn eine
Verdopplung (d.h. A = 2) der Faktormengen x;, x5 auf die Verdopplung des Outputs y
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fithrt. Ist sie homogen vom Grade 2, bewirkt eine Verdopplung der Faktormengen x,
die Vervierfachung des Outputs y.

Satz von Euler. Sei D C R" offen und f : D — R stetig differenzierbar. Falls f homogen
vom Grade s ist, so gilt Vf(x)Tz = sf(x).

Beweis. Sei z fest. Nach Satz 4.2.14 hat h()) := f(A\z) die Ableitung
W(\) =VfAr)z.
Da f homogen vom Grade s ist, gilt
h(A) = f(Ax) = A [(z),

folglich
R'(A\) = sX¥1f(2).

Nach Gleichsetzung folgt
V) Tz = sh7 f(2),

also liefert A = 1 speziell die Behauptung. O

4.2.19 Umkehrung des Satzes von Euler. Eine interessante Anwendung der Ablei-
tungsregeln ist auch die Umkehrung des Satzes von Euler:

Ist f: R™ — R stetig differenzierbar und gilt mit einem s € N
Vf(z)Tz = sf(x) fiir alle x € R™, so ist f homogen vom Grade s.

Beweis. Wir beweisen f(Az) = A*f(x) fiir A # 0, wegen der Stetigkeit von f stimmt die
Gleichheit auch fiir A = 0. Es seien also fiir A # 0

fOx)

h(A) = f(x) - p(X) = =

Nach der Produktregel fiir differenzierbare reelle Funktionen gilt wegen ¢(A) = h(A)A™*
und 1/ (A\) = Vf(A\xr)Tz sowie nach unserer Voraussetzung sf(A\x) = Vf(Az)T(\z):

W) sh(N) V) Tz = sATH () _ ViAx)Te = Vfz)Tz

"(\) = = =0
90( ) s A\s+1 S s ’

d.h., ¢ ist identisch einer Konstante, nennen wir sie ¢, also

A
o(\) = @ —¢, dh, fOz) = Xe.
Andererseits gilt speziell ¢ = p(1) = f(x), folglich f(Az) = A*c = A\ f(x), was zu beweisen
war. o
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4.2.20 Bemerkung zu Schreibweisen. In Anwendungen verbindet man héufig mit
gewissen Variablenbezeichnungen eine spezielle Interpretation, und so kommt es dann zu
Schreibweisen wie

f=fla@),y(t),

dann lauten die Formel fiir die Ableitung

df _ 9f(wy)de  Of(x.y)dy
dt Oor dt Oy dt

und fur das totale Differential
df = f, o' dt + fy y' dt.

Damit taucht das Funktionssymbol f in Doppelbedeutung als Funktion von (z,y) bzw. als
Funktion von ¢ auf.

Wir haben oben bevorzugt und werden es weiter so halten, einen neuen Namen, z.B.
o(t) :== f(x(t),y(t)), zu benutzen, um schon durch die Bezeichnung klar zu machen, dass
eine neue Funktion von ¢ gebildet wird. &

4.3 Mittelwertsatz, Taylor-Formel und
Optimalitatsbedingungen

In diesem Abschnitt betrachten wir reellwertige, stetig differenzierbare Funktionen in n
Veranderlichen. Wir beweisen dafiir den Mittelwertsatz und die Taylor-Formel bis zur 2.
Ordnung und geben eine Anwendung auf relative Extrema und konvexe Funktionen an.
Besonderer Wert wird darauf gelegt, die Zusammenhange zu den aus der Mathematik [
bekannten Konzepten und Aussagen darzustellen.

4.3.1 Repetition: Mittelwertsatz der Differentialrechnung reeller Funktionen.
Sei f: I C R — R eine differenzierbare Funktion iiber einem Intervall /. Dann gibt es zu
beliebigen Punkten x,z +u € I ein 6 € (0, 1), so dass

flz+u) = flz)+u- f(x+0u).
Diese Aussage ist insbesondere ein Spezialfall der Taylor-Formel (Satz 2.2.1). &

Wir verallgemeinern nun diesen Mittelwertsatz auf reellwertige Funktionen in n Veran-
derlichen. Er spielt fiir viele theoretische Aussagen tiber Eigenschaften differenzierbarer
Funktionen eine wichtige Rolle.
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4.3.2 Satz. (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Sei D C R" offen und f : D — R
stetig differenzierbar. Seien v € D und u € R" derart, dass x + tu € D fiir alle t € [0, 1]
erfiillt ist. Dann existiert ein 6 € (0, 1), so dass

flx4+u) = f(2) +u"Vf(z + 0u), (4.15)
also
flozr+ur,. .., xn +uy) = f(z1,...,2,) + Zuj < fa, (21 A Ouy, . 2+ Ouy,)
=1
in ausfiihrlicher Schreibweise. &

Beweis. Wir definieren
B(t) == f(a+ tu), t € 0,1,

Folglich ist h stetig differenzierbar, und es gilt h(0) = f(z) und h(1) = f(z + u). Der
Mittelwertsatz fiir Funktionen in 1 Variablen liefert

30 € (0,1):  h(1) =h(0)+1-K'(6).
Die Kettenregel (4.13) impliziert mit g(t) := = + tu aber
W (t) = Vf(r+tu)u, (4.16)
was auf die Behauptung fiihrt. O

4.3.3 Korollar. (Mittelwertsatz der Differentialrechnung in Integralform).  Unter den
Voraussetzungen von Satz 4.3.2 gilt

flz+u)= f(x)+ zn:ujaj mit aj i= /1 fo; (v + tu)dt. (4.17)
j=1 0
&

Beweis. Sei wieder h(t) = f(x 4 tu), t € [0,1]. Da die Ableitung A’ stetig ist, kann auf
h' und h der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung angewendet werden, und es
folgt

1
h(1) — h(0) = / h'(t)dt,
0
was wie im vorhergenden Beweis auf die Behauptung fiihrt. O

4.3.4 Bemerkung zu Vektorfunktionen. Ist f = (f,..., f)" eine stetig differenzier-
bare Vektorfunktion, gibt es keine Aussage analog zu (4.15) (etwa mit D f(z + 6u) anstelle
des Gradienten). Natiirlich gilt (4.15) fiir jede einzelne Komponente f; mit einem gewissen
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0 =0; € (0,1), aber zu i # k kann fiir die Zwischenstellen x + 0;u # = + 0,u gelten, es gibt
also im allgemeinen keine gemeinsame Zwischenstelle.

Der Mittelwertsatz in Integralform wird dagegen fiir Vektorfunktionen viel benutzt:
Fiir jede Komponente f; lasst sich die Differenz f;(x + u) — f;(x) mit Hilfe eines Integrals
darstellen. <&

4.3.5 Satz. (Taylor-Formel mit Restglied 2. Ordnung). Sei D C R" offen und f : D — R
zweimal stetig diflerenzierbar. Seien v € D und u € R" derart, dass x + tu € D fiir alle
t € 0,1] erfiillt ist. Dann existiert ein 6 € (0,1), so dass

fla+u) = fz) +u"Vf(2) + 3u"V2f (2 + fu)u, (4.18)
also in Summenschreibweise
Fla+u) = @)+ > upfe (@) +5 > ity foa (x+ 0u). (4.19)
j=1 i=1 j=1

&

Beweis. Wir setzen wieder
h(t) :== f(z +tu), t € [0, 1].

Nach den Voraussetzungen und Korollar 4.2.15 ist h zweimal stetig differenzierbar. Nach
dem Satz von Taylor im Reellen, vgl. Satz 2.2.1, existiert also ein 6 € (0,1), so dass

h(1) = h(0) + 1-K(0) + 1 - n"(8).

Offenbar gilt (1) = f(z + u), h(0) = f(x), und wir rechnen nach Kettenregel aus - vgl.
(4.13) bzw. (4.16) -

h'(t) = zn:ujij(x+tu) = u'Vf(z+tu),

R'(t) = Z Z Uity foo,(x +tu) = u'V2f(z + tu)u,

i=1 j=1
was das gewiinschte Resultat liefert. O

4.3.6 Ijbung. Man bestimme die Taylor-Entwicklung der Funktion

x_y—l—z?’, x>0,y>0, zeR,
r+y

flx,y,2) =

im Punkt (1,1,1) bis einschliesslich den Gliedern 2. Ordnung (an einer Zwischenstelle).
<&
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4.3.7 Notwendige Bedingungen 1. Ordnung fiir lokale Extrema. Esseien D C R"
offen und f : D — R stetig differenzierbar. Hat f an der Stelle 2° € D ecin lokales
Extremum, d.h., existiert ein € > 0, so dass 2

(1) f(z) < f(2°) oder (i) f(z) > f(z°) fiir alle x € B°(2°, ¢),

dann gilt
Vf(z°) = 0. (4.20)

Beweis. Seien z° Stelle eines lokalen Maximum von f und h(t) := f(2® +te?), t € R, mit
dem j-ten Einheitsvektor e/ in R”. Somit gilt h(t) — h(0) = f(2° + te?) — f(2°) < 0 fur
positive wie negative (!!) ¢ nahe 0. Dann folgt nach Division durch ¢ und Grenziibergang
W (0) = 0. Es ist aber h'(0) = f,,(z"). Da j beliebig war, folgt (4.20). Analog geht der
Beweis fiir lokale Minima. &

4.3.8 Definition. Sei f eine auf einer offenen Menge D definierte reellwertige Funktion.
Man sagt, f hat an der Stelle 2z° € D ein strenges lokales Minimum (in der Literatur
auch isoliertes lokales Minimum genannt), falls ein ¢ > 0 existiert, so dass

f(z%) < f(z) Vz e B°(2°¢), v # 2°.

Man sagt, f hat an der Stelle 2° € D ein strenges lokales Mazimum (in der Literatur
auch isoliertes lokales Mazimum genannt), falls ein € > 0 existiert, so dass

f(z%) > f(z) Vze B°(2¢), v # 2°. o

4.3.9 (Semi-)Definitheit symmetrischer Matrizen. Wir diskutieren hier ohne Be-
weis die Definition und Charakterisierungen der positiven bzw. negativen (Semi-)Definitheit
bzw. Indefinitheit symmetrischer Matrizen. Dieses Kapitel wird in der Mathematik IIT -
Lineare Algebra fiir Okonomen ausfithrlich behandelt.

Eine n-reihige symmetrische Matrix A heisst
positiv definit, wenn v' Av > 0 fiir alle v € R™\ {0} gilt;
positiv semidefinit, wenn v' Av > 0 fiir alle v € R” gilt;
negativ definit, wenn v' Av < 0 fiir alle v € R™ \ {0} gilt;
negativ semidefinit, wenn v’ Av < 0 fiir alle v € R” gilt;

indefinit, wenn keine dieser vier Eigenschaften gilt.

2Bekanntlich spricht man im Falle (i) von einem lokalen Mazimum (bzw. — da D offen ist — auch von
einem relativen Maximum), in Falle (ii) von einem lokalen Minimum (bzw. relativen Mazimum) von f an
der Stelle .
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Hauptabschnittsdeterminanten. Entsteht A* aus einer n-reihigen symmetrischen Matrix
A = (a;;) durch Streichen sowohl der letzten k Zeilen als auch der letzten k Spalten von
A, dann heisst

det A¥ eine Hauptabschnittsdeterminante von A.

Alle Teilmatrizen A¥l sind wieder symmetrisch. Insbesondere gilt also det A = det A% und
a;y = det A1, Zum Beispiel sind fiir eine (3 x 3)-Matrix A = (a;;) die Zahlen

11 Qa2 Q13
a21 A2z A3
a31 aszz G33

aix a2

aiy,
a21 A22

die Hauptabschnittsdeterminanten von A.

Definitheitskriterien Sei A eine n-reihige symmetrische Matrix. Dann ist

A positiv definit genau dann, wenn
alle Hauptabschnittsdeterminanten von A positiv sind;

A negativ definit genau dann, wenn
die Hauptabschnittsdeterminanten det A* von A positiv im Falle gerader
Ordnung von A aber negativ im Falle ungerader Ordnung von A sind.

&
4.3.10 ﬁbung. Uberpriifen Sie die Matrizen
sing cosy 0 - -1 0 2
—cosp sinp 0 |,pé€e <0,§> , und 0 -4 0
0 0 1 2 0 -8
auf positive/negative Definitheit. <&

4.3.11 Satz. (Hinreichende Optimalitdtsbedingungen 2. Ordnung). Es seien D C R”
offen, f : D — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und z° € D ein Punkt mit

V(%) =0.
Dann gelten die folgenden hinreichenden Kriterien:

(i) Ist die Hesse-Matrix V2 f(x°) positiv definit, so hat f an der Stelle 2° ein strenges
lokales Minimum.

(i) Ist die Hesse-Matrix V2 f(x°) negativ definit, so hat f an der Stelle 2° ein strenges
lokales Maximum.

(iii) Ist die Hesse-Matrix V?f(2") indefinit, so besitzt f an der Stelle 2° kein lokales
Extremum. O
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Beweis. Die Hesse-Matrizen V2f(x) von f sind nach Voraussetzung symmetrisch, denn
sie geniigen den Voraussetzungen des Satzes von Schwarz.

Wegen der Stetigkeit der Funktion z — V2f(z) kann man ohne Miihe folgendes be-
weisen (wir verzichten auf die Details): Ist V2 f(2°) positiv definit (bzw. negativ definit),
so existiert ein ein & > 0, so dass auch V2f(x) positiv definit (bzw. negativ definit) fiir
alle z € B°(x°, ) gilt. Dabei sei § so klein gewahlt, dass B°(z?,d) C D.

Beweis von (i). Sei § > 0 derart, dass V2f(z) positiv definit fiir alle z € B°(2°,6) C D
ist. Sei z € B°(z° ) mit z # 2° beliebig. Dann gilt nach der Taylor-Formel in Satz 4.3.5
mit v 1=z — 2°, dass

f(@) = f(@” +u) = f(2°) +u"V f(2°) + %UTVQf(xO + Qu)u (4.21)

fiir ein gewisses 6 € (0,1). Da 2% +u € B°(z°,4), gilt auch 2° + fu € B°(2°,4), d.h., nach
Definition der positiven Definitheit und wegen u # 0 ist speziell

%uTV2f(x0 + Ou)u > 0.

Nach Voraussetzung ist V f(z°) = 0, also folgt aus (4.21) unmittelbar f(z) > f(2°). Da
x # 0 beliebig aus B°(2°,§) gewahlt war, ergibt sich

f(z) > f(2") Vz e B°(2°0),z #0.
was zU zeigen war.

Beweis von (ii). Man wende die Argumente zum Beweis von (i) auf die Funktion — f an.

Beweis von (iii). Da V f(z°) indefinit ist, gibt es ein u # 0 und ein v # 0, so dass
W Via")u>0 und v'Vf(2")v <O0. (4.22)

Dann liefert aber die Taylor-Entwicklung 2. Ordnung und V f(z%) = 0, dass fiir beliebige
s,t € Rmit 2° +su € Dund 2° +tv € D

f(@” +su) — f(2°) = p(s,u):= %s2uTv2f(a:0 +0(s,u) su)u,
f@®+tv) — f(2) = v(tv):= % 20TV f (2% 4+ 0(t,v) tv) v

mit gewissen 6(s,u),0(t,v) € (0,1). Da die zweiten partiellen Ableitungen von f stetig
sind, gilt wegen (4.22) auch p(s,u) > 0 und v(t,v) < 0, falls s und ¢ nur nahe bei 0 sind,
was auf . .

@+ 3v) < f(2) < f@*+qu) VEZK

mit einem gewissen k' € N fithrt. Damit finden sich in jeder Umgebung von z” sowohl
kleinere als auch grossere Werte im Vergleich zu f(z%), d.h., 2% kann nicht Stelle eines
lokalen Extremums sein. O

0
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4.3.12 Ijbung. Man bestimme - sofern welche existieren - die lokalen Extremalstellen der
auf R? bzw. R? definierten Funktionen

flzy) = (22 +y?)e s

1 1
g(x,y,2) = 5352 +y? - 522 — 20y + vz + 2yz — 2y — 2z,
h(z,y,2) = 2°4+y* —2x — 4y +1In(1 + 2%

und tberpriife gegebenenfalls, ob es sich um ein lokales Minimum oder Maximum handelt.
&

4.4 Implizite Funktionen

4.4.1 Motivation I. Ist A eine regulére (m, m)-Matrix und b € R™ ein gegebener Vektor,
so ist das lineare Gleichungssystem
Ay=1b

genau dann l6sbar (und zwar sogar eindeutig), wenn A invertierbar ist. Man kann auch
sofort die eindeutige Losung y* aufschreiben, sie lautet

y* = A"1b.

Aquivalent zur Frage, eine Losung von Ay = b zu finden, ist es, nach der Existenz einer
Nullstelle der
linearen Vektorfunktion f(y):= Ay —b, y € R™,

zu fragen. Offenbar ist A die Jacobi-Matrix zu f und die Regularitat von A ist aquivalent
zur Existenz einer (global) eindeutigen Nullstelle von f.

Seien nun n stetig differenzierbare (im allgemeinen nichtlineare) Funktionen fi,..., fi
von R™ in R gegeben. Fragen wir nach der Losbarkeit (bzw. eindeutigen Losbarkeit) und
nach den Losungen des nichtlinearen Gleichungssystems mit m Gleichungen in m Variablen
mit Parametervektor £

fl(y)zfz, izl,...,m,

so ist diese Frage ist nun nicht so einfach zu beantworten. Das gilt insbesondere, wenn man
auch die Losung(en) durch eine Formel darstellen oder zumindest numerisch bestimmen
will, denken Sie an die parametrische nichtlineare Gleichung e™¥ — y = £. Allgemein ist
auch nicht zu erwarten, dass jede isolierte Losung einer gegebenen Gleichung (also mit &
fix) sogar global, d.h., auf dem gesamten Definitionsbereich, eindeutig ist, denken Sie an
die einzelne nichtlineare Gleichung cosy — siny = 0.

Wir werden deshalb folgende Frage untersuchen: Gegeben sei eine Nullstelle ¢° von f.
Unter welchen Voraussetzungen an f existiert eine e-Umgebung der Null in R™ und eine
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5-Umgebung von 3°, so dass fiir £ € B°(0,¢) die Gleichung

fly) =¢

eine eindeutige Losung y(€) in B°(y°,0) hat? Ist dann & — y(£) eine differenzierbare
Funktion und kann man Dy(§) durch eine Formel ausdriicken?

Die Beantwortung liefert der Satz uber Umkehrfunktionen, er erweist sich als Spezialfall
des Satzes tiber implizite Funktionen, der im folgenden Paragraphen motiviert wird. &

4.4.2 Motivation II. Sei (2°,9°) ein gegebenes Giiterbiindel und f eine stetig differen-
zierbare Nutzenfunktion, so dass

a:= f(2°y°).

Weicht man nun beim ersten Gut um Az ab, wie ist Ay, zu wahlen, so dass weiterhin
f(@" + Az, + Ay) = «

gilt, d.h., dass das neue Giiterbiindel auf der gleichen Indifferenzkurve (d.h., Kurve zum
Wert «) liegt?

Diese Frage ist IThnen wohlbekannt, auch die Antwort: Zumindest ndherungsweise kann
man im Falle f,(2z°,4°) # 0 eine Losung finden, indem man mittels der Grenzrate der
Substitution Ay ~ —( f(2°,4°)/f,(2°,y°) ) Az setzt.

Die soeben betrachtete Aufgabe ordnet sich in das Problem ein, wann f(x,y) = 0 nahe
(2°,9%) in eine differenzierbare Funktion y = g(z) auflosbar ist. Unter f,(z° %) # 0 gilt
das, und es berechnet sich die Ableitung ¢'(z%) als

(2% = = o2 y") /£y (2", ")

Die explizite Losung y = g(z) fiir (z,y) in einer Umgebung von (z°4°) wird damit zwar
nicht ermittelt, aber kann durch die Linearisierung nahe ¢° = g(z°)

y=y"+4 (") (x -2
approximiert werden.

Allgemeiner: Gegeben sei eine Vektorfunktion

F(l‘,y) = (Fl(x7y)7 . "Fm(xay))—r

in den variablen Vektoren z € R™ und y € R™, F sei stetig differenzierbar, und es sei
(2°,4°) derart, dass F(2°,4°) = 0 ist.

Unter welchen Voraussetzungen an F' existiert eine e-Umgebung von z° in R™ und eine
5-Umgebung von 3° in R™, so dass die Gleichung

F(z,y)=0
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fiir jedes # € B°(0,¢) eine Losung y(z) hat, die in B°(y",d) eindeutig ist?
Ist dann = +— y(z) eine differenzierbare Funktion und kann man Dy(z) durch eine
Formel ausdriicken?

Fiir eine Idee, welche Bedingungen man stellen muss, betrachten wir das lineare Glei-

chungssystem
F(z,y) := Az + By — c =0,
wobei A eine (m,n)-Matrix und B eine (m,m)-Matrix sowie ¢ € R™ sind. Zu jedem x
gibt es genau dann eine eindeutige Losung y(x), wenn B invertierbar ist. Diese Losung
berechnet sich als
y(z) = B~ '(c — Ax).

B ist aber zu jedem festen x die Jacobi-Matrix der linearen Funktion y — F(x,y). Also
liegt die Vermutung nahe, dass die Regularitit der Jacobi-Matrix von y +— F(x,y) in y°
die gesuchte Voraussetzung ist. &

4.4.3 Bezeichnungen. Eine Vektorfunktion F(x,y) = (Fi(z,y),..., Fu(z,y))" in den
variablen Vektoren x € R™ und y € R™ sei stetig differenzierbar auf einer offenen Teilmenge
von R™ x R™. Wir fithren folgende Bezeichnungen ein:

(F)a(@y) oo (F1)e,(2,9)
Do F(x,y) = : : :
(Fa)a (2,y) - (Fin)a, (2, 9)
(F)y (@,y) o (F1)y,(2,9)
D,F(z,y) = : :
(Fn)u(@y) oo (B (2,9)

Damit ist D, F(z,y) eine (m,n)-Matrix und D, F(z,y) eine (m, m)-Matrix, und man kann
DF(z,y) also kurz als grosse Matrix

schreiben. In dieser Sprache gilt dann in einem Punkt (2°,5°) mit F(2°,4°) = 0, dass
F(2 +u,y° +v) = D, F(2°,y°)u + D, F(2°,4°)v + o(u, v) (4.23)

mit ||(u,v)]| " to(u,v) — 0 € R™ fur (u,v) — 0 € R™™. &

4.4.4 Satz iiber implizite Funktionen. Seien X C R"” und Y C R™ offene Mengen

und
F=(F,. . .,F,)T: XxY = R"

stetig differenzierbar. Sei (2°,4°) € X x YV ein Punkt mit
F(2°,y°) =0, so dass die (m, m)-Matrix D,(z°,y°) invertierbar ist.

Dann gelten folgende Aussagen:
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(i) Es gibt es eine e-Umgebung von x° in R™ und eine 6-Umgebung von ¢° in R™, so
dass die Gleichung
F(z,y)=0

fur jedes x € U := B°(0,¢) eine Losung y = g(z) hat, die in V := B°(y°, §) eindeutig
ist. Speziell ist y° = g(x?).

0
’

(ii) Die in (i) definierte Funktion g : U — V ist stetig auf U und differenzierbar in x
und es gilt
Dg(a®) = — (D, F(2°,4°)) " D.F(a",3°). (4.24)

&

Beweis: Vgl. O. Forster, Analysis 2, §8, oder im Fall m =n =1 P. Kall, Analysis fir
Okonomen , §5.4, Satz 5.14. O

Der Satz tiber implizite Funktionen liefert also die Existenz von Umgebungen U und V
und einer auf U erkliarten Vektorfunktion y = g(x), so dass fiir alle (z,y) € U x V die
Aquivalenz F(z,y) =0 < y = g(z) gilt. Das fiithrt auf die folgende Definition.

4.4.5 Definition. Wenn Eigenschaft (i) in Satz 4.4.4 gilt, so sagt man, dass durch die
Gleichung F'(z,y) = 0 auf U x V implizit eine Funktion y=g(x) definiert ist. O

4.4.6 Korollar. Unter den Voraussetzungen von Satz 4.4.4 existieren eine Umgebung
U cU wonz® und V' CV won y°, so dass Dy(x,y) fir alle (z,y) € U x V' invertierbar
ist und die Funktion y = g(x) aus Satz 4.4.4 folgende zusdtzliche Eigenschaften hat:

Es gilt g(U") C V', und es ist g auf U’ stetig differenzierbar, wobei
Dg(z) = — (D, F(x,9(x))) " DyF(z,g(x)) VxeU. (4.25)
&

Beweis: Da die Funktion, die jeder (m,m)-Matrix C' ihre Determinante det C' zuord-
net, stetig ist und g auf U sowie (z,y) € U x V +— D,F(z,y) stetig sind, ist auch die
zusammengesetzte Funktion

€U det DyF(x,g(x)) stetig auf U.

Da nach Voraussetzung det D, F'(2°, g(2°)) # 0 ist, existieren eine offene Umgebung U; C U
von 2 und eine offene Umgebung V/ C V von y° = g(2°), so dass det D, F(z,y) # 0 fiir
(z,y) € Uy x V" ist. Dann ist U’ = U; N g~ (V') eine offene Umgebung von x°, da auch
g (V') wegen der Stetigkeit von g offene Umgebung von z° ist. Somit folgt ¢(U’) C V.

Sei nun & € U’ beliebig. Dann existiert die Inverse (D, (Z,¢(Z)))™!, und man kann
im Punkt (7,¢(Z)) Satz 4.4.4 anwenden. Folglich gilt die gesuchte Formel fir x = 7.
Insbesondere ist die Funktion x +— Dg(x) als Zusammensetzung der stetigen Funktionen
(z,y) — DyF(x,y) und x — y = g(x) in © = T stetig, was zu beweisen war. O
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4.4.7 Satz iiber Umkehrfunktionen. Es seien D C R™ eine offene Menge und die
Funktion f: D — R™ stetig differenzierbar. Ferner seien

€D, f(3°)=0 und Df(y°) invertierbar.

Dann gibt es offene Umgebungen V' C D von 4° und U von £ = f(3°), so dass f die
Menge V' bijektiv auf U abbildet und die Umkehrfunktion

1 U-Vv
stetig differenzierbar ist. Ferner gilt fiir alle (§,y) € U x V mit £ = f(y)

DfH(&) = (Df(y)) (4.26)
<&

Bemerkung. Unter den Voraussetzungen und mit den Aussagen des Satzes hat also das
nichtlineare Gleichungssystem f(y) = ¢ fiir jedes £ € U eine eindeutige Losung y = f~1(€)
in V, wihrend das nichtlineare Gleichungssystem f~1(¢) = y fiir jedes y € V eine ein-
deutige Losung & = f(y) in U hat.

Beweis von Satz 4.4.7. Wir betrachten die Hilfsfunktion

F(&y) =fly) =& E€R™, yeD.

Es gilt offenbar f(y) = £ dann und nur dann, wenn F(&,y) = 0. Im Punkt (£°,4°) mit
€% = f(y°) sind alle Voraussetzungen des Satzes iiber implizite Funktionen und des nach-
folgenden Korollars 4.4.6 erfiillt.

Nach diesem Korollar gibt es offene Umgebungen V' von ¢° und U von £° sowie eine
stetig differenzierbare Funktion g : U — V| so dass gilt

Zu jedem & € U ist der Punkt y = ¢(&) die einzige Losung

von F(&,y) =0, d.h. von f(y) =&, in der Umgebung V". (4.27)

Schrankt man V' auf die Menge V = V' N f~(U) von 3° ein (f~(U) bezeichnet hier das
Urbild von U unter der Abbildung f), so sagt (4.27) folgendes aus: f bildet die Menge V'
bijektiv auf U ab, und es ist g = f~1.

Die Menge V ist offene Umgebung von 3°, weil f~(U) als Urbild der offenen Umgebung
von €% = f(3°) unter der stetigen Funktion f selbst offene Umgebung von %° ist und sich
somit V als Durchschnitt zweier offener Umgebungen von y° ergibt. Damit ist die erste
Aussage bewiesen.

Die Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion ergibt sich nun als Spezialisierung
aus Formel (4.25), indem man fiir F'(¢,y) = f(y) — & sofort ausrechnet, dass

D¢F(¢,y) = —1 (I Einheitsmatrix) und D,F(§,y) = Df(y),
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also mit & = f(y)
D(f7)(€) = Dg(§) = =D f(y)~ (1) = Df(y)'
folgt. Damit ist auch die Formel (4.26) bewiesen. O

4.4.8 Ubung. Leiten Sie die Formel (4.26) auf alternative Weise her, indem Sie als
bekannt annehmen, dass y = ¢(§) stetig differenzierbar ist und f(g(§)) = £ gelten muss.
(Hinweis: Kettenregel) &

4.4.9 Bemerkung. Im Spezialfall m = 1 reduziert sich die Formel (4.26) auf die aus der
Mathematik I bekannte Formel

(f ) (&) =

f,(lyo) wmit & = f(yo).

4.4.10 ﬂbung. Folgende Gleichungen

P?4+y*—u+v = 0
2r+ytut+vd = —1

definieren auf einer geeigneten Umgebung der Losung (g, yo, uo, vo) = (1,0, 1,0) implizite
Funktionen z = g(u,v), y = h(u,v). Bestimmen Sie alle partiellen Ableitungen dieser
impliziten Funktionen im Punkt (ug,v9) = (1,0). &

4.4.11 Ubung. Folgende Gleichungen

ye®t =1
22—yt =0

definieren auf einer geeigneten Umgebung von (1,1, 1) eine implizite Funktionen (z,y) =
g(t). Bestimmen Sie ¢'(1). &

4.4.12 Ubung. In einem Angebots- und Nachfragemodell mit Preis p und Steuer ¢,
D=f(p+t) und S5=g(p)

wobei f und g stetig differenzierbare Funktionen mit f’ < 0 und ¢’ > 0 sind, definiert die
Gleichgewichtsbedingung

flp+1t)=g(p)

den Preis p implizit als eine stetig differenzierbare Funktion p = P(t). Finden Sie einen
Ausdruck dP/dt. Zeigen Sie, dass fur die Funktion ¢(t) = P(t) +t stets 0 < ¢'(t) < 1 gilt
(Vorzeichenbedingungen fiir f’ und ¢’ beachten). &
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4.5 Konvexe Mengen und konvexe Funktionen

4.5.1 Definition. Eine Menge X C R" heisst konvex, falls mit zwei Punkten aus X
auch ihre Verbindungsstrecke in X liegt, d.h.,

ryyeX, Ae(0,1) = X+(1-NyelX.
Die leere Menge ist per definitionem konvex.
Sei X C R" eine konvexe Menge. Eine Funktion f : X C R® — R heisst konvez, falls gilt:
zy€ X, Ae(0,1) = fAz+(1—Ny) <A(@)+ (1 —Nfy).

g : X — R heisst konkav, falls —g konvex ist. <&

4.5.2 Eigenschaften konvexer Mengen/Funktionen. Offenbar gilt:
(i) Sind X; C R, i € I (I beliebige Indexmenge) konvexe Mengen, so ist auch (1),c; X;
eine konvexe Menge.
(ii) Die nichtleeren konvexen Mengen in R sind einelementig oder Intervalle.

(iii) Sind f und g konvexe Funktionen auf einer konvexen Menge X C R™ und pu eine
positive reelle Zahl, so sind auch die Funktionen f + g und puf konvex.

(iv) Ist X C R™ eine konvexe Menge, so ist zu jedem v € R die untere Niveaumenge
{z € X |¢(x) < v} einer konvexen Funktion ¢ : X — R eine konvexe Menge.

(v) Ist || - || irgendeine Norm im R, so ist die Funktion = € R" — ||z|| konvex. &

4.5.3 Repetition: Konvexe reelle Funktionen. Aus der Vorlesung Mathematik [
kennen wir folgende anschauliche Charakterisierung konvexer und konkaver Funktionen:
iiber die Lage der Sekanten im Graphen, beim Studium differenzierbarer Funktionen auch
iiber die Lage der Tangenten an den Graphen:

y f(z) 4
Sekante Tangente
Sekante
Tangente f(z)
T X

konvexe Funktion f: konkave Funktion f:
alle Sekanten oberhalb gph f alle Sekanten unterhalb gph f
alle Tangenten unterhalb gph f alle Tangenten oberhalb gph f
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4.5.4 Satz: Konvexitats- und Konkavitatskriterium fiir reelle Funktionen.
Sei D C R ein Intervall und f : D — R differenzierbar. Dann sind die folgenden Aussagen
paarweise zueinander aquivalent:

1. f ist konvex iiber D.
2. f(&) = f(x)+ f'(x)(€ —x) fir alle ,x € D.

3. f" ist monoton steigend auf D (d.h., wenn f zweimal differenzierbar ist, gilt
f"(x) >0 fiir alle x € D).

Ferner sind die folgenden Aussagen paarweise zueinander aquivalent:
a. f ist konkav tiber D.
b. f(&) < f(x)+ f'(x)(§ — ) fir alle £,z € D.

c. f"ist monoton fallend auf D (d.h., wenn f zweimal differenzierbar ist, gilt
f"(x) <0 fir alle z € D).

Zum Beweis vgl. P. Kall, Analysis fiir Okonomen, Abschnitt 4.4. Vergleicht man die
Funktionsgleichung y = f(z) mit der Gleichung der Tangente an gph f in (z, f(x)),

y = [f(z) + f'(2)(§ — ),

werden die o.a. Charakterisierungen anschaulich sofort klar!

Okonomische Interpretation von 1. < 3. und a. & c. z.B.:
e konvexe Kostenfunktion K = zunehmende Grenzkosten K’
e konkave Ertragsfunktion E = abnehmender Grenzertrag E',

vgl. wieder P. Kall, Analysis fiir Okonomen, Abschnitt 4.4. &

4.5.5 Lemma. Die Funktion f: D C R" — R ist genau dann konvexr auf einer konvexen
Menge X C D, wenn zu je zwei Punkten x,y € X die jeweilige Funktion in einer Variablen

f— h(t) = £~ t) + ty),
auf dem Intervall I = [0,1] konvex ist. &

Zum Beweis muss man nur die Definitionen einer konvexen Funktion bzw. einer konvexen
Menge anwenden, er sei den Lesern als Ubung iiberlassen.
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4.5.6 Satz. (Konvexitétskriterien)

Seien f: D C R" — R eine stetig differenzierbare Funktion und X eine nichtleere konvexe
Teilmenge von D. Dann gilt:

1. f ist konvex auf X genau dann wenn fiir alle Punkte x,y € X die Ungleichung
fly) > f(z)+ (y — 2)TV f(z) gilt.

2. Hat f sogar stetige zweite partielle Ableitungen nach allen Variablen, so ist f auf X
konvex genau dann, wenn fiir jeden Punkt v € X die Hesse-Matrix V?f(x) positiv
semidefinit ist. &

Beweis. Seien z,y € X beliebig. Man wende Lemma 4.5.5 und die (verallgemeinerte)
Kettenregel an:

h(t) == f(1 =)z +ty) = fla+t(y — z))
hat die erste Ableitung
H(t)=(y—2)"Vf(z+ty—x))

und (falls f zweimal differenzierbar ist) die zweite Ableitung
W(t) = (y = 2) 'V f(z + t(y — 2)(y — 2),
folglich mit u =y — «
R'(0) = (y —2)"Vf(z) und R"(0) = u"V*f(z)u.

Nun setze in Satz 4.5.4 fiir die dort betrachteten Symbole gerade f := h, £ := 1 und x := 0,
dann folgen aus Satz 4.5.4 sofort die Behauptungen. O

4.5.7 Satz. (Konkavitétskriterien)

Unter den Voraussetzungen von Satz 4.5.6 gilt, dass f genau dann konkav ist, wenn fiir alle
Punkte z,y € X die Ungleichung f(y) < f(z) + (y — 2) "V f(x) gilt. Im Falle zweimaliger
Differenzierbarkeit gilt dann also, dass f konkav ist, falls fiir jeden Punkt x € X die
Hesse-Matrix V2 f(z) negativ semidefinit ist. &

Beweis. Folgt aus Satz 4.5.6, da — f konvex ist. O

Fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen kann also die Uberpriifung der Konvexitét
bzw. Konkavitat auf den Nachweis von Definitheitseigenschaften zuriickgefiihrt werden.
Man vergleiche auch die Kriterien in unserem Skript, die in Punkt 4.3.9 angegeben wurden.

Mit Eigenschaft 1 aus Satz 4.5.6 folgt nun auch direkt das notwendige und hinreichende
Optimalitatskriterium erster Ordnung fiir die Minimierung konvexer Funktionen (Max-
imierung konkaver Funktionen) im Falle von Funktionen in n Variablen — das verallge-
meinert das aus der Mathematik I fiir reelle Funktionen bekannte Kriterium.
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4.5.8 Satz. (Notwendiges und hinreichendes Optimalitatskriterium erster Ordnung)

Seien D C R™ eine offene, konvexe Menge und f : D — R eine konvexe, stetig differenzier-
bare Funktion. Dann gilt:

1. f besitzt in 2° € D ein globales Minimum genau dann wenn V f(z°) = 0 gilt.

2. Die konkave Funktion g = — f besitzt in 2° € D ein globales Maximum genau dann
wenn Vg(z°) = 0 gilt. &

Beweis. Aussage 1: Da D offen ist, folgt Vf(z°) = 0 fiir jeden globalen Minimalpunkt

2% aus dem notwendigen Optimalititskriterium 4.3.7. Umgekehrt, wenn V f(2°) = 0 gilt,

schliessen wir wegen der Konvexitat von f sofort fiir jedes x € D
f(@) = f(2") + (@ = 2°) TV f(2°) = f(a"),
also nimmt f in 2° ihr globales Minimum an. Aussage 2 beweist man analog. O
4.5.9 ﬂbung.
(i) Man zeige, dass die Funktion
flx,y,2) =2° =22y + 9> — 2, (v,y,2) € R?,
auf R? konvex ist.

(ii) Offenbar ist die Funktion

g('/'C?y?Z) = f(x7y7z) +227 (x7y7 Z) E RS?

als Summe von zwei auf R? konvexen Funktionen (namlich von f und (z,y, z) — 2%)
wieder konvex. Uberpriifen Sie zur Ubung die Konvexitdt von g mit dem Haupt-
abschnittsdeterminanten - Kriterium.

(iii) In welchen Punkten nimmt g ihr globales Minimum auf R?® an? &



Kapitel 5

Optimierungsprobleme unter
Nebenbedingungen

Nichtlineare Optimierungsprobleme

In diesem Kapitel betrachten wir die folgende Standardaufgabe

Minimiere f(x)

(P) beziiglich gi(x) <0,i=1,....m, hj(z)=0, j=1,...,r, (5-1)
wobei f: R®* = R, g = (g1,...,9m)" : R®* = R™ und h = (hy,...,h,)T : R® — R" stetig

differenzierbare Funktionen seien. Die Menge
M :={z eR"|g(z) <0, h(x) =0}

heisst zuldssiger Bereich oder Restriktionsbereich (auch Menge der zuldssigen Punkte oder
Restriktionsmenge) von (P), ihre Elemente heissen zuldssige Punkte von (P). Kurz schreiben
wir (P) auch als

min{f(z) |z € M}.

Geniigt 2° € M der Bedingung
f(z%) < f(z) Voe M,

so heisst 2° globaler Minimalpunkt oder globale Lisung der Aufgabe (P), existiert dagegen
ein € > 0, so dass nur

f(@") < f(x) Vo e MnB (2 e),

so heisst 2° lokaler Minimalpunkt oder lokale Losung der Aufgabe (P). Die Aufgabe (P)
heisst nichtlineares Optimierungsproblem oder nichtlineares Programm unter Gleichungs-
und Ungleichungsnebenbedingungen. Statt Nebenbedingungen sagt man auch Restriktio-
nen.

93
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Ausnahme: Sind alle auftretenden Funktionen f, g; und h; affin-linear (d.h., von der
Form a"x — b mit @ € R™ und b € R), heisst (P) ein lineares Optimierungsproblem oder
lineares Programm.

Sind nur die Funktionen g; und h; (ViVj) affin-linear, spricht man von einem (nicht-
linearen) Optimierungsproblem mit linearen Restriktionen.

Sind die Funktionen f und g; konvex und h; affin-linear, so heisst das nichtlineare Opti-
mierungsproblem (P) speziell ein konvezes Optimierungsproblem oder konvexes Programm.

Die Betrachtung von Minimierungproblemen und Ungleichungen in <-Form ist keine
Einschrankung der Allgemeinheit, denn es gilt stets

max{f(z)|z € M} = —min{—f(z) |z € M}

sowie g;(z) > 0 & —g;(z) <0.

5.1 Lagrange-Bedingungen

Wir betrachten hier nichtlineare Optimierungsproblemen unter Gleichungsnebenbedingun-
gen, d.h., eine Aufgabe ohne Ungleichungen:

Minimiere f(z) (5.2)
beziiglich hij(z) =0, j=1,...,r, '

wobei hi,...,h, : R" — R stetig differenzierbare Funktionen seien. Wir setzen wieder

h=(hy,....h)7.

5.1.1 Satz. Sei 2° ein lokaler Minimalpunkt der Aufgabe (5.2), und es sei vorausgesetzt,
dass

{Vhi(2%),...,Vh,(2°)} linear unabhéngig.

Dann existieren Zahlen vy, ...,v, € R, so dass
V(%) + ) 0 Vhy(a) =0. (5.3)
j=1
Die Bedingung (5.3) ! und die Zuléssigkeitsforderung h(x®) = 0 werden unter dem Namen
Lagrange-Bedingungen zusammengefasst, die Zahlen v, ..., v, heissen die dem Punkt
2 zugeordneten Lagrange-Multiplikatoren. &

LAus der Mathematik I kennen Sie die #iquivalente Form V f(x?) — Z;Zl v;Vh;(z) = 0.
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Beweis. Nach Voraussetzung hat die Jacobi-Matrix Dh(z°) = (Vhy(2°) ... Vh,(2°))T
den Rang r. Speziell gilt also, da Vh;(2°) € R, dass r < n ist. Wir setzen r < n voraus,
da andernfalls die Aussage trivial ist: (5.3) hétte dann eine eindeutige Losung v.

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit seien in der Matrix

ohy Ohy ohi Ohy
Oory """ Oxp—y OTp_py1 5 Oxy
Dh(z%) = | : : : :
Oh, Oh, oh, Oh,
ory " Oxp—y OTp_py1 5 Ozy

die letzten r Spalten linear unabhéngig (sonst nummeriere die Variablen um), und wir
schreiben 2

52 (xl? cee 7xn77“)7 n= (xn77'+17 cee 7xn>-

Die zugeordnete Kurzschreibweise fiir die Restriktionsmenge ist dann

M ={(&n) | h(§,n) =0},

die fiir die Jacobi-Matrix in x = (£, ) ist

Dh(&,n) = (Deh(§,n), Dyh(§,m)).

Nach Voraussetzung ist D,h(£%,1°) invertierbar. Nach dem Satz tiber implizite Funktionen
und dem ihm nachfolgenden Korollar gelten folgende Aussagen:
(i) Esgibt e > 0und d > 0, so dass die Gleichung h(&,n) = 0 fiir jedes £ € U := B°(£9,¢)
in V = B°(n",d) eine eindeutige Losung n = g(&) hat, wobei ° = ¢(£) gilt.
(ii) Die so definierte Funktion n = ¢(&) bildet U stetig differenzierbar in V' ab, und es
gilt
Dg(€%) = —(Jy) "', (5.4)
wobei J, = D,h(£%,1°) und Je = Deh(E°,7°).
Insbesondere geniigt damit die Zielfunktion f fiir alle z = (§,7) € (U x V)N M der Formel

f&m) = f(& 9(8)).

Da 2° = (£°,1°) lokaler Minimalpunkt der Aufgabe (5.2) ist, existiert ein r > 0, so dass
f(2%) < f(z) fir alle x € B°(2°,r) ist. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit konnen wir
annehmen, dass B°(z°, r) beziiglich der Maximumnorm ||x||o, = max;<;<, |7;| definiert ist,
dann gilt B°(2° r) = B°(£% 1) x B°(n° r). Sei r so klein, dass B°(z°,7) C U x V, dann
folgt

F(E%, (€M) = F(&"1°) < f(&m) = (& 9(§)) Vo= (&n) € B°(a",r)N M,

2Um ein zu hiufiges Auftreten des Transponiertheitsszeichens zu vermeiden, schreiben wir oft z =
(z1,...,2,) statt & = (z1,...,2,)", beim Schreiben von Skalar- oder Matrizenprodukten sind wir aller-
dings konsequent und miissen das auch sein!
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das heisst, mit ©(&) := f(£, 9(¢)),
p(€%) < p(§) VEe B(E ).
Damit nimmt ¢ an der Stelle £° ein (freies) lokales Minimum an. Folglich
V(") = 0.

Nach der Kettenregel gilt — wir schreiben dabei V¢f(&,n)" und V, f(&,n)7 fix Def(€,n)
bzw. D, f(§,n), da f reellwertig ist, analog fiir ¢ —

Vi (E)T = Ve /(€% n")T + V, f(€°,1°) Dy (%) = 0.
Nach (5.4) folgt dann
0=Vp(E)" =Vef(E ") =V f(€"n°) (J,) " e = 0. (5.5)

Wir setzen nun

v ==V, (€00 () (5.6)
und wir haben folglich (fiir die erste Gleichung setze man (5.6) in (5.5) ein, fiir die zweite
Gleichung multipliziere man (5.6) von rechts mit J,)

Vel ()T +0"Je =0, Vo f(n")T +o"J, =0,

das ist die mit den obigen Definitionen von J¢ und J, die behauptete Bedingung (5.3) in
Vektor-Matrix-Schreibweise. Das beschliesst den Beweis. O

5.1.2 Schreibweise mit der Lagrange-Funktion. Die Funktion
L(z,v) := f(x) + Zvjhj(x), (z,v) € R" x R",
j=1

heisst Lagrange-Funktion.

Die Lagrange-Bedingungen sind — wie der soeben gezeigte Satz sagt — notwendige Op-
timalitatsbedingungen 1. Ordnung in einem lokalen Minimalpunkt z°. Sie konnen mit der
Lagrangefunktion auch so geschrieben werden:

L, o _ f(@%) , o —~ Oh(a%), 4 _ _

8mi(x,v) = “om (x)—l—jzlvj o () = 0, i=1,...,n,

oL .

%(xo,v) = h;(2°) =0, j=1,...,r
j

In Kurzschreibweise:
V.L(z° v) =0, V,L(2°v)=0.

Im Falle n = 2 und » = 1 erkennen Sie unschwer die Lagrange-Bedingungen aus der
Mathematik I wieder. <&
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5.1.3 Beispiel. Die Regularitatsbedingung
{Vhy(2"),...,Vh.(z°)} linear unabhingig
ist wichtig fur die Giiltigkeit der Lagrange-Bedingungen. Man betrachte die Aufgabe
min{z2* +y| 3(x —y)* =0},
fur die der Punkt (—1,—1) offenbar optimal ist (Substitution y = z anwenden). Die

Lagrange-Bedingungen

vz —y)=0, 1-v@—y)=0, 3(z—y)>=0,

sind aber widerspriichlich. Der Gradient der Restriktionsfunktion ist in allen zulassigen
Punkten gleich dem Nullvektor.

Interessant: Beschreibt man die Restriktionsmenge aquivalent durch z — y = 0, gelten
die Regularitatsbedingung und die Lagrange-Bedingung. Die Regularitatsbedingung ist
also eine Forderung an die analytische Beschreibung des zulassigen Bereichs, wir kommen
darauf im nachsten Abschnitt zurtick. <&

5.2 Kuhn-Tucker-Bedingungen

Wir betrachten in diesem Abschnitt die Standardaufgabe (P) mit Gleichungs- und Unglei-
chungsrestriktionen, d.h.,
Minimiere f(x)

(P) beziiglich gi(x) <0,i=1,....m, hj(z)=0, j=1,...,7,

wobei f:R® = R, g = (g1,...,9m)" : R® = R™ und h = (hy,...,h,)T : R® — R" stetig
differenzierbare Funktionen sind.

5.2.1 Idee notwendiger Optimalitatsbedingungen. Sei der zuladssige Bereich M
zunichst eine konvexe Menge und sei z° € M eine lokale Losung von (P).

Wir betrachten nun eine beliebige zuldssige Richtung, d.h., einen Vektor y, so dass
2% + ty € M wenigstens fiir ¢ € [0,¢y) mit ¢y > 0 erfiillt ist. Dann folgt sofort aus der
stetigen Differenzierbarkeit von f sowie der Optimalitit in 2° die Existenz eines ¢, € (0, to],
so dass

fa®) < f(2° +ty) = f(2°) + (ty) "V f(2° + 0ty) Vit € (0,1) (5.7)

mit gewissen § = 0(t) € (0,1). Also ergibt sich nach Division durch ¢ und Grenziibergang
t | 0 als notwendige Optimalitatsbedingung

y'V (") >0,

d.h., die Richtungsableitungen von f in 2° in zulissigen Richtungen y sind nichtnegativ.

Im Falle nichtkonvexer Restriktionen kann der zuldssige Bereich M sehr kompliziert
aussehen, so dass man in diesem Falle die Anderungsrichtung y etwas allgemeiner fassen
muss, wir definieren dazu den Begriff des Tangentialkegels. &
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5.2.2 Definition. Sei 2 € M.? Dann heisst die Menge

a2k} c M, 2F — 29,
T(M,z°%) = {y e R | Htx} € (0,400), 1 L 0: (5.8)

y = limg ooty (2F — 20)
Tangentialkegel an M im Punkt x°.

Es ist leicht einzusehen, dass stets 0 € T(M,2°) und mit ¢ > 0 und y € T(M,z°) auch
ty € T(M,x°) gilt, d.h., es handelt sich nach Definition um einen Kegel. Ferner kann man
ohne Miihe zeigen, dass T'(M, z°) eine abgeschlossene Menge ist. &

5.2.3 Beispiel. Es seien 2° = (29, 29) := (1,0).

<o},

DO —

M = {(z1,22) [ 1(w1,22) := 2T + 25 =1 <0, golwr,22) 1= 2 —

Dann ist offenbar T'(M, z%) = {(y1,y2) | y1 < 0}, das ist eine abgeschlossene Halbebene.
Begriindung: Zunéchst sehen wir, dass die Restriktion go(z) < 0 in einer kleinen Umge-
bung von z° = (1,0) keine Rolle spielt, denn sie ist dort wegen der Stetigkeit von g,
automatisch erfiillt, da ja go(1,0) = 0 < 3. Man sagt, diese Restriktion ist nicht aktiv.
Richtungen ty = (ty1,tys) mit y; < 0 und kleinen ¢ > 0 "zeigen in die Menge M
hinein”, und man kann in (5.8) eine Folge von Punkten der Form

r=2a"+tymitt | 0

nehmen, wihrend man fiir die Konstruktion von Richtungen der Form y = (0,y2) eine

Folge von Punkten z auf dem Kreisbogen wihlen muss: es handelt sich dann bei 2° + ty

um Punkte auf der Tangente an den Kreis M im Punkt 2° = (1,0) im {iblichen Sinne.
Man beachte, dass in diesem Beispiel gilt

Vgi(1,0)T = (2,0)
und folglich (wegen y; < 0 < 2y; < 0)
T(M,(1,0)) = {y € R*|Vg:(1,0)"y = 21 < 0}.

&

5.2.4 Ubung. Fiir die Menge M = {z € R?|g;(x) <0, i = 1,2,3, h(z) = 0} und den
Punkt z° = (0,1,0) sowie

g1(x) = a1+ 22+ 23— 1, go) = —21, g3(x) = —x2, h(z) =3

3Die Definition ist auch fiir eine beliebige nichtleere Menge M C R™ sinnvoll, nicht nur fiir die Restrik-
tionsmenge von (P).
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iiberlege man geometrisch-anschaulich, dass
T(M,2°) ={y € R’ |y1 +y2+y5 <0, 31 <0, y; =0}

gelten muss. In z° (und damit fiir * nahe z°) sind die Ungleichungen g¢;(z) < 0 und
g2(x) < 0 als Gleichungen erfiillt, also aktiv, und es gilt analog zu Beispiel 5.2.3

T(M,(0,1,0)) = {y € R*|Vg:1(0,1,0)Ty <0, Vg2(0,1,0)Tu < 0,VA(0,1,0)Tu = 0},

die inaktive Restriktion gs(x) < 0 spielt keine Rolle. O

5.2.5 Satz. (Allgemeine notwendige Optimalititsbedingung 1. Ordnung). Sei z° Iokaler
Minimalpunkt des nichtlinearen Optimierungsproblems (P). Dann gilt

Via)Ty >0  VyeT(M,z°. (5.9)
&
Beweis. Sei y € T(M,z"). Dann existieren Folgen
{zF} c M, 2% — 2% {t;,} € (0,+00), 11 | O,

so dass
Y= klim (¥ — 29 /t), und f(a*) > f(2°) VE.

Mit y* = (% — 20) /t;, gilt 2% = 20 + txy* und somit
0< f(a") = f(2°) = ta(y*) TV F(2) + o(tay®),
so dass nach Division durch t; und Grenziibergang wegen y* — y
y'V (") >0
folgt, was zu zeigen war. O
5.2.6 Bemerkung. Wir werden weiter unten zeigen, dass fiir
M={xeR"|hj(x)=0, j=1,...,r}
mit stetig differenzierbaren Funktionen h; unter der Regularitétsvoraussetzung
{Vhi(z"),...,Vh,(z°)} linear unabhangig (5.10)
der Tangentialkegel an M in z° die folgende Darstellung hat:

T(M,z°) = {y e R" | (Vh;(z°))Ty =0, j=1,...,7}.
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Die notwendige Optimalitatsbedingung von Satz 5.2.5 lautet somit (man beachte, dass mit
y € T(M,z°) auch —y € T(M, 2°) gilt):

Vhi(®)Ty=...=Vh(aMTy=0 = Vfa")Ty=0,

d.h., der Vektor V f(z”) ist linear abhéngig von den Vektoren Vh;(z°), j =1,...,r. Mit
anderen Worten: Es existieren Zahlen vy, ..., v,, so dass

Vf(l'()) + i’l}thj(ZEO) = 0.
j=1

Das sind gerade die Lagrange-Bedingungen. Die Argumentation gilt auch rickwarts, also
sind fiir Optimierungsprobleme unter Gleichungsnebenbedingungen und unter der Regu-
laritétsvoraussetzung (5.10) die allgemeine notwendige Bedingung von Satz 5.2.5 und die
Lagrange-Bedingungen aquivalent.

Um die allgemeinen notwendigen Bedingungen (5.9) auch bei Ungleichungsrestriktio-
nen in eine Form zu bringen, die ahnlich den Lagrange-Bedingungen ist — sie heissen
Kuhn-Tucker-Bedingungen —, benotigen wir einerseits das Lemma von Farkas tiber die
Charakterisierung der sogenannten nichtnegativen linearen Abhdngigkeit und andererseits
eine geeignete Regularitatsbedingung. &

5.2.7 Lemma von Farkas. Es seien A eine (m,n)-Matrix und b € R™. Dann ist die
Menge {z € R"| Az = b, z > 0} genau dann nicht leer, wenn fiir jedes u € R™ mit ATu < 0
auch bTu < 0 gilt.

Mit anderen Worten: b lasst sich genau dann als nichtnegative Linearkombination der
Spaltenvektoren von A schreiben, wenn ATu < 0 die Ungleichung b"u < 0 impliziert. <

Beweis. Vgl. Vorlesung oder P. Kall, Mathematische Methoden des Operations Research,
Teubner, 1976, Satz 1.1 oder P. Kall, Analysis fiir Okonomen, Abschnitt 5.5. O

5.2.8 Definition. Sei M der zulassige Bereich von (P) und z° € M. Die Indexmenge der
in 2° aktiven Ungleichungen (auch bindenden Ungleichungen) ist durch

1) = {i € {1,...,m}| g(x*) = 0}
definiert. Die Menge
K(M,2°) :={y e R* |Vg;(z")Ty < 0,i € I(2°), Vh;(z*)Ty=0,j=1,....7}

heisst Linearisierungskegel an M in x2°. Man sagt, dass im Punkt 2° die Abadie CQ
(eigentlich Abadie’s Constraint Qualification oder Regularititsbedingung von Abadie) erfiillt
ist, wenn

K(M,z°) c T(M,2°)

gilt. &
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5.2.9 Ubung. Man zeige, dass stets T(M,z°) C K (M, 2°) gilt, so dass die Abadie-CQ
auch in der Form T(M, 2°) = K (M, 2") geschrieben werden konnte. &

5.2.10 Satz. (Kuhn-Tucker-Bedingungen).* Sei " ein lokaler Minimalpunkt der Aufgabe
(P) und sei im Punkt z° die Abadie CQ erfiillt. Dann existieren Vektoren u € R™ und
v € R", die zusammen mit dem Vektor z° den folgenden Bedingungen geniigen:

(i) Vf() + 205 wiVai(a®) + 325 v;Vhy(2%) = 0,
(it) u; >0, gi(2°) <0, ug;(z°) =0 (i=1,...,m),
(ZZZ) U ER, hj(l’o) =0 (] = 1,...,7").

Bezeichnungen.

Die Bedingungen (i), (ii) und (iii) heissen (lokale) Kuhn-Tucker-Bedingungen. Die Zahlen
uy und v; heissen Lagrange-Multiplikatoren zu x°. Die Bedingung (i) heisst Lagrange-
Gleichung, die Bedingungen w;g;(z°) = 0 (i = 1,...,m) in (ii) heissen Komplemen-
taritatsbedingungen.

Beweis. Wir fassen die Funktionen g;, i € I = I(z°), zu einer Vektorfunktion g; zusam-
men und schreiben den negativen Gradienten der Zielfunktion und die Jacobi-Matrizen (in
transponierter Form) kurz als

b=-Vf("), GT = Dg;(z°), H'" = Dh(z°).

Ist I die leere Menge, lassen wir die betreffenden Terme einfach weg. Sei s die Anzahl
der Elemente von I. Nach den allgemeinen notwendigen Bedingungen von Satz 5.2.5 gilt
wegen der Abadie CQ, d.h., wegen T(M,2°) = K (M, ),

G'ly<0, H'y=0 = b'y<0.

Das kann mit A = (G, H, —H) auch geschrieben werden als
ATy = HT |y<0 = b'y<o,

d.h., nach dem Lemma von Farkas gilt {z|Az = b,z > 0} # (). Ausgeschrieben bedeutet
das

Wi={z=(uMp R xR xR" | Gu+H\N—Hu=>b, u,\,u >0} # 0.

4In der moderneren Literatur auch als Karush-Kuhn- Tucker-Bedingungen bezeichnet. Sie gehen auf
eine Arbeit von Kuhn und Tucker (1951) zuriick, die schon frither geschriebene Arbeit von Karush (1939)
wurde erst in den 70er Jahren 'wiederentdeckt’.
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Ist also (u*, \*, u*) € W, dann ist mit v* = \* — p* auch
(u*,v*) € {(u,v) € R* x R"|Gu+ Hv =10, u > 0}.

Ubersetzen wir G, H und b wieder zuriick, so folgt

V() + Z uiVgi(2°) + Z v;Vh;(z%) = 0.
j=1

iel
Schreiben wir noch u} = 0 fiir i ¢ I, setzen u = (u},...,u’)" und v = (v},...,v*)" und
beriicksichtigen 2° € M, so stehen die Kuhn-Tucker-Bedingungen schon da. Das war zu
beweisen. O

5.2.11 Korollar. (Lineare Restriktionen). Ist (P) ein Optimierungsproblem mit linearen
Restriktionen und 2° ein lokaler Minimalpunkt von (P), so gelten in 2° die Kuhn-Tucker-
Bedingungen (i), (ii) und (iii) aus Satz 5.2.10. &

Beweis. Der Satz sagt also: Unter linearen Restriktionen muss die Abadie CQ in z° nicht
tiberpriift werden, damit die Kuhn-Tucker-Bedingungen in einem lokalen Minimalpunkt
erfiillt sind. Der Grund: Die Abadie CQ ist unter linearen Restriktionen automatisch
erfiilllt. Das zeigen wir jetzt.

Schreiben wir die Nebenbedingungen als

zla'—b; < 0, i=1,...,m,
:UTaj—bj =0, g=m+1,....m+n,
so gilt fiir y € K (M, 2°) nach Definition des Linearisierungskegels
yla® < 0, iel(a),
y'la? = 0, j=m+1,....m+r
Sei y € K(M, ") beliebig, aber fest. Dann rechnen wir sofort nach
2+ ty)Tat =20 a +tyTal = b+ tyTal <b; Vie () V>0
) Y i Y = 0 =
sowie mit J = {m+1,...,m+r}
(2° + ty)Ta? = 22l + tyTal = b; + ty'al = b, VjeJVt>0.
Fiir [ € {1,...,m} \ I(z°) gilt andererseits wegen 20" a! — b; < 0 mit kleinem #o > 0, dass
(2% +ty)Ta' — b = al — b +tyTd <0 Vte (0,t0).
Folglich ist mit Folgen {2*} und {t;} der Form
oF = 2% + 1,9, ty =1/k,

fiir gentigend grosse k die Definition (5.8) von y € T(M,z°) erfiillt. Wir haben also
K (M, 2% C T(M,z°) erhalten, was zu zeigen war. O
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5.2.12 Definition. Sei z° ein zulassiger Punkt von (P), d.h. 2° € M, und sei wieder
I(z°) = {i| g;(2") = 0} die Indexmenge der in x° aktiven Restriktionen.

Man sagt, die Lineare Unabhdngigkeitsbedingung (kurz LICQ von " Linear Inde-
pendence Constraint Qualification”) ist in 2 erfiillt, falls gilt:

{Vgi(a"), i € I(2°), Vhj(2®), j=1,...,r} ist linear unabhiingig.

Man sagt, die Mangasarian-Fromovitz- Bedingung (kurz MFCQ von ”Mangasarian-
Fromovitz Constraint Qualification”) ist in x° erfiillt, falls gilt:
(i) {Vh;(z°), j=1,...,r} ist linear unabhangig, und
(ii) es existiert ein y € R", so dass

V(") < 0, iel("),
g Vhi(2®) = 0,
Beide Namen sind auch {iblich, wenn in (P) keine Gleichungsrestriktionen auftreten.’
Enthélt (P) keine Ungleichungsrestriktionen, fallen offenbar die Bedingungen LICQ und

MFCQ zusammen und sind gerade die Regularitatsvoraussetzung fiir die Lagrange-Bedin-
gungen. &

j=1...,r

5.2.13 Lemma. Sei 2° € M. Dann gilt in diesem Punkt
LICQ = MFCQ = Abadie-CQ.

&

Beweis. Sei zunachst LICQ in 20 erfiillt. Dann gilt speziell (i) in der Definition von
MFCQ, und das lineare Gleichungssystem

y'Vgi(2®) = —1, iel(a"),
y'Vhi(z®) = 0, j=1,...,r

hat stets eine Losung y = y wegen der linearen Unabhéangigkeit der Zeilen der Koeffizien-
tenmatrix. Damit gilt MFCQ in 2°.

Sei nun MFCQ in x° erfiillt, und es sei j ein Vektor, der der Bedingung (ii) in Definition
5.2.12 von MFCQ geniigt. Ferner sei y € K (M, 2°) beliebig, aber fest, d.h., es gilt

Vg (z°) Ty <0,i € I(z°), Vhj(")Ty=0,7=1,... 7

Zunachst einmal wahlen wir a > 0 beliebig, aber fest. Es gentigt zu zeigen, dass die Rich-
tung y+ ay zu T(M, 2°) gehort. Da T(M, 2°) abgeschlossen ist, liefert der Grenziibergang
a | 0 dann auch y € T(M, V).

SMFCQ heisst dann aber auch Cottle-CQ
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Mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen kann man zeigen (wir machen das am
Ende des Beweises):

Es existieren ein s > 0 und eine stetig differenzierbare
Funktion z(-): (—s,s) — R", so dass z(0) = 2°, (5.11)
Dxz(0) =y+ay und h(x(t)) =0 Vte (—s,s).

Sei nun i € I(2°). Wegen y € K(M,2°) und nach Wahl von g ist dann
y'Vgi(z°) <0, folglich (y+ ag)"Vgi(z") <0,
Das ergibt nach der Kettenregel mit z(-) aus (5.11)

oy 9:(0) — (@)
10 t

= Vgi(«") Dz (0) = Vgi(«") " (y + o) < 0.

Folglich existiert ein ty, > 0, so dass

gi(z(t)) = gi(z(t)) — gi(z°) <0 Vt € (0,1),

dabei wurde g;(z°) = 0 (wegen i € I(2")) benutzt. Sei ¢y so klein, dass diese Ungleichung
fiir alle 4 € I(2°) gilt. Also haben wir jetzt

gi(z(t)) <0Vt € (0,ty) Vi € I(z°). (5.12)

Da g;(2°) < 0 fur j € {1,...,m} \ I(2°) gilt und g; sowie z(-) stetig sind, ist auch
gj(x(t)) < 0 fiir hinreichend kleine positive ¢ (die speziell auch ¢t < t, erfiillen mogen).
Damit gilt unter Bechtung von (5.11) und (5.12) fiir

¥ =2(t) und tp=1/k

und gentigend grosses k, dass
z* e M.

0

Weiter gilt 2¥ — 20 sowie

ok — g0
lim
k—oo k

=y +ay,
dh., y+ay € T(M,z°), was zu zeigen war.
Es stand noch aus, die Aussage (5.11) zu beweisen. Sei
d:=y+ay.
Da sowohl Dh(z%)y = 0 als auch Dh(2°)y = 0 gilt, folgt

Dh(2")d = 0.
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Nun definieren wir
F(z,t) = h(z° +td + Dh(z°)T2), 2 € R", t € R.

Offenbar ist F(0,,0) = h(z®) = 0, wobei 0, den Nullvektor in R" bezeichnet. F ist stetig
differenzierbar als Zusammensetzung einer affin-linearen und einer stetig differenzierbaren
Funktion. Wir rechnen nach Kettenregel aus, dass

J, := D,F(0,,0) = Dh(2°)Dh(z°)"

gilt. Da die Zeilen von Dh(z") nach Bedingung (i) in der Definition von MFCQ linear
unabhingig sind, ist .J, eine invertierbare Matrix.® Nach dem Korollar 4.4.6 des Satzes
iiber implizite Funktionen gibt es dann ein s > 0 und eine stetig differenzierbare Funktion

te(—s,s)— z(t)
mit
2(0) =0, und F(z(t),t)=0 Vte (—s,s).
Differentiation an der Stelle ¢ = 0 liefert dann fiir ¢(t) := F(2(t),t) nach Kettenregel

0, = dz—io) = D.F(0,,0)Dz(0) + D, F(0,,0) = J.Dz(0) + Dh(z°)d.

Da Dh(z%)d = 0 gilt und J, invertierbar ist, folgt

Wir definieren nun die (offenbar stetig differenzierbare) Funktion
x(t) := 2° + td + Dh(z%)2(t), t € (—s, 5).

Es gilt
2(0)=2° Dzx(0)=d=y+ay und h(z(t)) =0Vt (—s,s),

was fiir Eigenschaft (5.11) zu zeigen war. O

5.2.14 Korollar. Ist 2° ein lokaler Minimalpunkt von (P), der LICQ oder MFCQ geniigt,
so gelten in x° die Kuhn-Tucker-Bedingungen (i), (i) und (i) aus Satz 5.2.10. &

Beweis. Das ist eine unmittelbare Folgerung aus Satz 5.2.10 und Lemma 5.2.13. O

6Dass J, invertierbar ist, siecht man wie folgt. Sei A = Dh(z°). Dann ist J, = AAT
eine (r,7)-Matrix. Sie ist regulir (d.h. invertierbar): Wenn namlich AATz = 0 gilt, so ist
auch (AT2)T(ATz) = 2TAATz = 0, folglich gilt nach den Eigenschaften des euklidischen
Skalarprodukts auch ATz = 0. Da die Spalten von AT linear unabhingig sind, folgt z = 0.
Also ist AAT regulir.
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5.2.15 Sei 2° ein lokaler Minimalpunkt von (P), der LICQ oder MFCQ geniigt. Wir
betrachten die Menge aller Lagrange-Multiplikator-Vektoren zu x°

V(%) + 2 wiVgi(2) + 325 v;Vhy(2?) = 0,

A% = {(u7 v) € R x R”
Dann gilt mit [ = I(2°) und T = {1,...,m} \ I(2°)
(u,v) € A(z)
& V(%) + e wiVa(a®) + 3 v;Vhi(a®) =0, u; > 0,ie 1, u;=0,j €.

Gilt in 2° LICQ, so hat die in dieser Form aufgeschriebene Lagrange-Gleichung (dabei
wird z° als gegeben aufgefasst) wegen der linearen Unabhéngigkeit aller Vektoren Vg;(zY),
Vh;(z°) eine eindeutige Losung (u,v), d.h., der Lagrange-Multiplikator-Vektor zu x° ist
eindeutig bestimmt.

Gilt in 2° MFCQ, so ist die Menge aller Lagrange-Multiplikator-Vektoren zu z° be-
schrankt, wie man mit einiger Miihe beweisen kann. Der Beweis benutzt das Farkas-
Lemma und beruht auf Eigenschaften konvexer polyedrischer Mengen, die iiber den Stoff
dieser Vorlesung hinausgehen. &

5.2.16 Ubung. Man betrachte die Aufgabe
(NLP 1) min{%x4 —zy+y | >1, y>1+a}
(a) Stellen Sie die lokalen Kuhn-Tucker-Bedingungen dazu auf.
(b) Stellen Sie fest, ob (1,2) stationdrer Punkt von (NLP 1) ist.

(c) Stellen Sie fest, ob (2,16) stationdrer Punkt von (NLP 1) ist.

5.2.17 Ubung. Gegeben sei das nichtlineare Programm
(NLP 2) min{—%x2 — %yQ |2? —y <1,y <1}
(a) Stellen Sie die lokalen Kuhn-Tucker-Bedingungen dazu auf.

(b) Was sagen die lokalen Kuhn-Tucker-Bedingungen im Hinblick auf lokale Minima von
(NLP 2) aus?

(c) Berechnen Sie alle stationéren Punkte von (NLP 2).
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5.3 Konvexe Optimierungsprobleme

5.3.1 Konvexe Mengen und Funktionen. Beide Begriffe wurden in Kapitel 4 wieder-
holt. Man iiberlegt sich leicht folgende Eigenschaften:

(i) Sind X; C R, i € I (I beliebige Indexmenge) konvexe Mengen, so ist auch (1),c; X;
eine konvexe Menge (ggf. leer).

(ii) Sind f und g konvexe Funktionen auf einer konvexen Menge X C R"™ und pu eine
positive reelle Zahl, so sind auch die Funktionen f + ¢ und uf konvex.

(iii) Ist X C R™ eine konvexe Menge, so ist zu jedem v € R die untere Niveaumenge
{z € X |p(x) < v} einer konvexen Funktion ¢ : X — R eine konvexe Menge (ggf.
leer).

Per definitionem ist die leere Menge konvex, sie ist ausserdem abgeschlossen, also lassen
wir zukiinftig die Zusatzbemerkung ”ggf. leer” weg. &
5.3.2 Satz. Sei p : X C R" — R eine konvexe Funktion und X eine nichtleere konvexe

Menge. Dann gilt:

1. Ist 2° ein lokaler Minimalpunkt der Aufgabe min{p(z) |z € X}, so ist 2° auch ein
globaler Minimalpunkt dieser Aufgabe.

2. Die Menge aller globalen Optimalpunkte der Aufgabe min{¢(x)|x € X} ist konvex.

Beweis. Aussage 2. folgt aus (i) und (iii) in Bemerkung 5.3.1, wenn man beachtet, dass
die Menge X* der globalen Optimalpunkte der Aufgabe min{y(z)|z € X} durch

X*={zeX|p(z) <px)Vr e X} = ({z € X|p(2) < p(z)},
reX
d.h., als Durchschnitt konvexer (unterer Niveau-)Mengen, dargestellt werden kann.

Um Aussage 1. zu beweisen, sei z° ein lokaler Minimalpunkt von min{¢(z) |z € X},
d.h., es existiert ein € > 0 so dass

0(2°) < p(z) Vo € X N B°(2°,¢) (5.13)
gilt. Angenommen, es existiert ein 2! € X, so dass
e(z') < o(a?). (5.14)

Dann liegt jeder Punkt z(¢) = tz' + (1 — ¢)2° mit 0 < ¢ < 1 (das sind die Punkte auf der
Verbindungsstrecke zwischen 2% und x!) wegen der Konvexitit von X in X, und es gilt
nach Definition konvexer Funktionen

p(x(t) < to(a') + (1= t)p(a®) vt e [0,1].
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Wegen (5.14) folgt daraus fiir alle ¢ € (0, 1]

p(x(t) < to(z')+ (1 —t)p’) < o)+ (1 —t)e(") = @),

insbesondere gilt also
p(a(t) < p(a”)
auch fiir solche kleinen ¢ > 0, fir die x(¢) in der Umgebung B°(2°, &) und damit im

Durchschnitt X N B°(2°,¢) liegt — im Widerspruch zu (5.13). Damit war die Annahme
(5.14) falsch, und unsere Behauptung ist bewiesen. a

5.3.3 Konvexe Optimierungprobleme mit differenzierbaren Funktionen. Wir
betrachten wieder die Standardaufgabe (P), aber nun unter zusétzlichen Konvexitéts-
voraussetzungen:

Minimiere f(z)

P) pesiiglich g(@) <0, i=1,...,m, hy(z)=0, j=1,...,r, (5.15)

wobei die Funktionen f : R™ — R und g¢; : R® — R als stetig differenzierbar und konvex,
die Funktionen h; : R" — R als affin-linear vorausgesetzt sind (: =1,...,m, j=1,...,7).
Unter diesen Voraussetzungen heisst (P) — wie oben eingefithrt — konvezes Programm
oder konvexes Optimierungsproblem.
Wir fassen wieder die Funktionen g; und h; zu Vektorfunktionen g und h zusammen
und bezeichnen mit

M ={zeR"|g(z) <0, h(z) =0}

den zuléssigen Bereich von (P).

Auf der Grundlage des folgenden Satzes und von Aussage 1. in Satz 5.3.2 ist klar,
dass die Menge der Losungen der Aufgabe (5.15) stets als Menge der globalen
Optimallosungen dieser Aufgabe zu verstehen ist. &

5.3.4 Satz. Der zuldssige Bereich M der konvexen Optimierungsaufgabe (5.15) ist eine
konvexe und abgeschlossene Menge. &

Beweis. Die Funktionen g; sind nach Voraussetzung differenzierbar, also insbesondere
stetig. Die Funktionen g; sind zudem konvex. Folglich sind die Mengen G; = {z|g;(z) < 0}
abgeschlossen und konvex. Die Mengen H; = {z|h;(x) = 0} sind Hyperebenen (im Falle
h; = 0 der ganze R™), also auch abgeschlossene, konvexe Mengen. Der zuléssige Bereich
M ist als Durchschnitt der Mengen G;, H; (Vi,j) dann auch abgeschlossen und konvex.

O

5.3.5 Ubung. Zeigen Sie mit analogen Argumenten wie im Beweis des vorigen Satzes die
folgende Aussage:

Die Menge der Losungen der konvexen Optimierungsaufgabe (5.15) ist eine konvexe
und abgeschlossene Menge. &
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5.3.6 Satz. (Kuhn-Tucker-Bedingungen als hinreichendes Optimalitatskriterium). Wir

betrachten das konvexe Programm (5.15). Erfiillt ein Tripel von Vektoren (x°, u,v) die
Kuhn-Tucker-Bedingungen
() V") + 35 wiVai(a®) + 305, v;Vhy(2®) =0,
(¢ii) v; €R, h(z%) =0 (j=1,...,7),
so ist 2° Losung der Aufgabe (5.15). &
Beweis. Sind die Bedingungen (5.16) erfiillt, so gilt mit I = I(z") auch
V() + Zungi(xO) + Zvthj(xO) =0, u; >0,i €l (5.17)
iel j=1

Da das Lemma von Farkas eine ”genau dann, wenn”-Aussage ist, konnen wir die Argumente
des Beweises des Kuhn-Tucker Theorems (Satz 5.2.10) alle riickwérts anwenden, und wir
erhalten so aus (5.17), dass

ye K(M,2°) = Vf@")Ty>0

gilt (das geht bis zu dieser Stelle, ohne die Abadie-CQ anzuwenden!!). Da aber stets, vgl.

die Ubung 5.2.9,
T(M,z") Cc K(M,z°)

erfillt ist, folgt daraus
VFa")Ty >0 Vye T(M,2°).

Sei nun x € M beliebig. Dann gilt aber
x—2° e T(M, "),

denn 2 = 204t (z—2°) mit ¢, = 1/k (speziell also t;, € (0, 1] V&) erfiillen die Eigenschaften
der Folgen {z*} und {t;} in der Definition des Tangentialkegels. Wegen der Konvexitit
von f gilt dann aber

VeeM: f(x)— f(z°) > (x—2°)TV (") >0,
also 16st 2° die Aufgabe (5.15). O

5.3.7 Korollar. (Konvexe Programme unter linearen Restriktionen). In dem konvezen
Programm. (5.15) seien alle Nebenbedingungen linear. Dann ist 2° genau dann ecine
Lésung der Aufgabe (5.15), wenn Vektoren u € R™ und v € R" existieren, die gemeinsam
mit x° den Kuhn-Tucker-Bedingungen (5.16) geniigen. O
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Beweis. Folgt sofort aus Satz 5.3.6 sowie aus Korollar 5.2.11 und der Tatsache, dass jeder
globale Minimalpunkt auch lokaler Minimalpunkt ist.

5.3.8 Lineare Programme. Wir spezialisieren nun die Kuhn-Tucker-Bedingungen auf
das lineare Programm

(LP-P) min{c'z | Az = b, > 0}
mit gegebenen Vektoren ¢ € R, b € R” und gegebener (r, n)-Matrix A.

Bekanntlich gilt fiir die lineare Funktion
h(z) = Ax —b, dass Dh(z)= A,

fir g(x) = —x gilt Dg(xz) = —I. Die (transponierten) Gradienten der Komponentenfunk-
tionen h; fallen gerade mit den Zeilenvektoren von Dh(x) = A zusammen, in der iiblichen
Schreibweise als Spaltenvektoren sind also die Gradienten der Komponentenfunktionen h;
gerade die Spalten der Matrix AT.

Somit lauten die Kuhn-Tucker-Bedingungen mit gewissen Multiplikator-Vektoren w €
R™ und v € R" in Matrix-Vektor-Schreibweise

c—Tw+ ATv =0,
Ax =D, (5.18)
x> 0,w>0, xTw = 0.

Nutzen wir die Aquivalenz (man setze w = ¢ + ATv)

c—]w—i—ATU:O, w>0 & c+Aw>0

und substituieren wir u := —v, so ergeben sich die zu (5.18) dquivalenten Bedingungen
c— ATu >0,
Ax —b =0, (5.19)

>0, 27 (c— ATu) =0.
Das sind aber die Kuhn-Tucker-Bedingungen zur Aufgabe
min{—b"u | ATu < ¢}
(nun ist « der Multiplikator-Vektor), die wiederum zum linearen Programm
(LP-D) max{b'u | ATu < ¢}

dquivalent ist. (LP-D) heisst das zum primalen Programm (LP-P) duale Programm.
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Sind z° Losung von (LP-P) und u° Losung von (LP-D), dann folgt aus (5.19), dass
b’ —cT2? = (A2°) T’ — T2 = (%) T (c — ATu) =0,

d.h., die Optimalwerte von (LP-P) und (LP-D) sind gleich. Es folgen nun aus Satz 5.3.7
und Bedingung (5.19) die ersten beiden

Dualitatssatze der linearen Optimierung. Es gilt

1. (LP-P) ist 16sbar genau dann, wenn (LP-D) lésbar ist. Dabei sind die Optimalwerte
beider Aufgaben gleich.

2. Ist x zulissig fiir (LP-P) und u zulissig fiir (LP-D), dann gilt stets bTu < .

3. (LP-P) (und damit auch (LP-D)) ist genau dann l6sbar, wenn sowohl die primal
zulissige Menge {z | Az = b, x > 0} als auch die dual zuléssige Menge {u | ATu < ¢}
nicht leer sind.

Der Beweis des dritten Satzes erfolgt mit Hilfe der Aussage 2. und des folgenden wichtigen
Hilfssatzes: Wenn die Zielfunktion von (LP-P) nach unten beschrénkt ist, so wird das Mini-
mum auch angenommen. Der Beweis iibersteigt das Anliegen dieser Analysis-Vorlesung,
wir verweisen auf die einschlagige OR-Literatur. &

5.3.9 Definition. Man sagt, dass die Aufgabe (5.15) der Slater-Bedingung geniigt,
wenn ein zuldssiger Punkt z existiert, so dass

6@ <0 Vie{l,...,m},

d.h., Z muss den (nach Voraussetzung: linearen) Gleichungsrestriktionen gentigen und alle
Ungleichungsrestriktionen strikt erfiilllen. Man nennt x oft auch Slater- Punkt. &

5.3.10 Lemma. Wenn die Aufgabe (5.15) der Slater-Bedingung geniigt, so ist in jedem
zuldssigen Punkt von (5.15) die Abadie-CQ erfiillt. O

Beweis. Sei 2° € M beliebig. Die linearen Nebenbedingungen seien mit einer (7, n)-Matrix
A und einer rechten Seite b € R" geschrieben, d.h.,

h(z):= Az —b=0.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit seien die Zeilen von A linear unabhéngig, andernfalls

lasse die tiberfliissigen Gleichungen weg. (Anmerkung: Das Weglassen dieser Gleichungen

andert weder etwas am Tangentialkegel T'(M, 2°) noch am Linearisierungskegel K (M, z°).)
Sei nun 7 ein Slaterpunkt. Definiere

Dann gilt
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sowie wegen der Konvexitit der g; und ¢;(7) < 0

0> gi(T) = gi(") + (T = ") 'Vgi(a°) = 5" Vgi(a®) Vi e I(a°),
wobei g;(z°) = 0 fiir ¢ € I(2°) (d.h., 7 aktiv) benutzt wurde. Damit ist MFCQ in 2 erfiillt
und nach Lemma 5.2.13 auch die Abadie-CQ. O

5.3.11 Satz. (Kuhn-Tucker-Bedingungen als notwendiges Optimalititskriterium). Sei z°
eine Lésung des konvexen Programms (5.15), fiir das die Slater-Bedingung erfiillt sei. Dann
gibt es Vektoren u und v, die zusammen mit x° den Kuhn-Tucker-Bedingungen (5.16)
gentigen. &

Beweis. Folgt sofort aus Satz 5.2.10 und Lemma 5.3.10. O

5.3.12 Korollar. (Konvexe Programme unter Slater-Bedingung). In dem konvexen Pro-
gramm (5.15) sei die Slater Bedingung erfillt. Dann ist z° genaw dann eine Liosung der
Aufgabe (5.15), wenn Vektoren u € R™ und v € R" emistieren, die gemeinsam mit z° den
Kuhn-Tucker-Bedingungen (5.16) geniigen. O

Beweis. Folgt sofort aus Satz 5.3.6 und Satz 5.3.11. O
5.3.13 Ijbung. Losen Sie mit Hilfe der Kuhn-Tucker-Bedingungen die Optimierungsauf-
gabe in den Variablen 1y, ..., z,, T,11,

n+1

min — Zx beziiglich x,,1 > 1+ Z:pz

=1

Begriinden Sie, warum es sich um eine Optimallésung handelt. &
5.3.14 Ijbung. Gegeben sei das nichtlineare Programm

min{4z? + 2y* + day — 9r — 6y |x +y —1 <0, 2 >0, y > 0}.

Uberpriifen Sie, ob (Z,7) = (0.75, 0.25) den lokalen Kuhn-Tucker-Bedingungen geniigt.
Was schliessen Sie daraus? &

5.3.15 Kuhn-Tucker-Bedingungen mittels Lagrangefunktion. Wir betrachten hier
das konveze Programm (P). Sei wie tiblich die Lagrangefunktion

L(z,u,v) := f(z) + ZuzgZ + Zvjhj(x), (x,u,v) € R" x R™ x R".
j=1

Sei (2%, u®, %) ein Punkt, der den Kuhn-Tucker-Bedingungen (5.16) geniigt. Dieser Punkt
erfiillt dann offenbar

(i) VoL(2%u® v%) =0, v v

(iid) VoL(z%u® %) <0, u® >0, w0 V,L(z° u,v°) = 0.

N
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Da die Funktion

x+— o(x) := L(z,u’,°)
nach den Voraussetzungen fiir ein konvexes Programm eine konvexe und stetig differen-
zierbare Funktion ist, gilt (i) genau dann, wenn 2° Losung der Aufgabe

min{p(z) |z € R")

ist. Die Funktion

(u,v) € RT x R" — 9(u,v) := L(z°,u,v)
ist sogar affin-linear, dabei bezeichnet R’ den nichtnegativen Orthanten des R™. Somit
ist die Aufgabe

(LIN) max{¢(u,v) | (u,v) € RT x R"}

(u,0)
ein spezielles lineares (und damit konvexes) Programm. Man iiberlegt sich ohne Miihe,
dass (u°,v") genau dann Losung von (LIN) ist, wenn die Bedingungen (ii) und (iii) erfiillt
sind (sie sind dquivalent zu den Kuhn-Tucker-Bedingungen fiir (LIN)). Damit gilt der

Sattelpunktssatz. (2% u° 1°) ist genau dann Kuhn-Tucker-Punkt des konvexen Pro-

gramms (P), wenn (2°,u°,v°) Sattelpunkt der Lagrange-Funktion ist, d.h., wenn gilt

L(2°, u,v) < L(2° u®,v°) < L(x,u’,0°) V(z,u,v) € R" x R x R".
&

Daraus folgt nach Korollar 5.3.12 unter der Slaterbedingung, dass 2° genau dann Losung
der Aufgabe (P) ist, wenn es einen Punkt (u’,1%) € RT x R" gibt, so dass (z°,u’,v")
Sattelpunkt der Lagrangefunktion ist. Letztere Aquivalenz gilt sogar ohne Differenzier-
barkeitsvoraussetzungen an f und ¢, vgl. z.B. P. Kall, Mathematische Methoden des
Operations Research, Teubner 1976, Satz 2.21. &

5.4 Hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung

Wir betrachten nun die Standardaufgabe

(P)

Minimiere f(x)
beziiglich gi(z) <0, i=1,...,m, hj(z)=0, j=1,...,r,

und setzen voraus, dass die Funktionen f,g;, h; : R — R (Vi Vj) zweimal stetig differen-
zierbar sind. Wir fassen wieder ¢y, .., ¢,, zu einer Vektorfunktion g und hq, .., h, zu einer
Vektorfunktion h zusammen. Der zuldssige Bereich von (P) sei wieder mit M bezeichnet.
Das Symbol

L(z,u,v) = f(z) + Zuzg,(x) + Zvjhj(x)

bedeutet wieder die Lagrangefunktion der Aufgabe (P).
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5.4.1 Voriiberlegung. Wir gehen von einem Kuhn-Tucker-Punkt (z°, u,v) der Aufgabe
(P) aus. Dann gilt — wie wir uns schon mehrfach {iberlegt haben —

Via®)Ty >0 Yye K(2°, M),

wobei K (2%, M) wieder der Linearisierungskegel an M in 2° (€ M) ist. Wenn nun ¥ speziell
eine Richtung aus K (2, M) mit Vf(2°)Ty > 0 ist, dann gilt auch fiir ¢ > 0 klein, dass

f(a® +tg) — f(2°) o(t)
t t

also ist z¥ beziiglich der Geraden G = {z° + ty |t € R} lokaler Minimalpunkt. Hingegen
kann man fiir Richtungen y € K (2% M) mit Vf(2°)Ty = 0 zunichst nichts aussagen und
muss hoffen, dass Informationen iiber zweite Ableitungen helfen, um die Optimalitat von
2% zu iiberpriifen. Welche Informationen konnten das sein?

Betrachten wir zum Kuhn-Tucker-Punkt (2% u,v) zuldssige Punkte 2° +y der Aufgabe
(P). Dann gilt wegen u > 0, g(z° +y) < 0, h(z° +y) = 0 und V,L(z° u,v) = 0 sowie

L(z° u,v) = f(2°) (Komplementarititsbedingung!)

=y Vf(2") +

f@®+y) = f@'+y) +ugla® +y)+o " +y)
= L(z° +y,u,v)
1 -
= L(2%u,v) +y V,L(2% u,v) + §yTV§xL(:E,u, v)y
= (&) + 59" V2 L(E, u,0)y
mit einer Zwischenstelle Z zwischen 2° und z° + y. Die letzte Summe wird > f(z°), wenn
der quadratische Term > 0 wird. In diesem Falle ist der Funktionswert in x° streng kleiner

als in 2°+y. In den hinreichenden Bedingungen werden dann die Richtungen y in K (2°, M)
mit Vf(2°)Ty = 0 gewihlt. O

5.4.2 Definition. Sei 2° € M und K (2°, M) der Linearisierungskegel an M in 2°, also
K@, M) ={y e R" | Vh;(z")Ty =0, j=1,...,r, Vg(a")Ty <0, ie(2")}.

Die Menge
C(a, f, M) :=={y € K(a*, M) | Vf(2°)"y = 0}
heisst kritischer Kegel der Aufgabe (P) im Punkt z°. <&

5.4.3 Lemma. Sei (2°,u,v) ein gegebener Punkt, der den Kuhn-Tucker-Bedingungen der
Aufgabe (P) gentigt. Dann gilt

th($0)Ty:O7 j:17-"7r7
C®, f,M)=_ycR"| Vg(z")Ty =0, fallsi € I(2°) mit u; > 0, , (5.20)
V(2% Ty <0, falls k € I(2°) mit u; = 0.

wobei I(z°) wieder die Indexmenge der in 2° aktiven Ungleichungen ist. &



5.4. Hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung 115

Beweis. Sei mit Z(2°, u) die Menge in der rechten Seite von (5.20) bezeichnet. Da (2°, u, v)
Kuhn-Tucker-Punkt von (P) ist, lautet die Lagrange-Gleichung

~Vf(z°) = Z w;Vgi(x +Zv]Vh

1€1(x0)

Ist y € Z(2°,u), so folgt sofort y € K(x°, M) sowie

—Vf @y = Z u; Vi (2°) Ty + Zv]Vh

iel(z0)

also y € C(a°, f,M). Ist y € C(2°, f, M), so gilt y € K(2°, M) und somit Vh;(z°)Ty =0
(V4) sowie Vg;(z°)Ty < 0 (Vi € I(2°)). Daraus folgt

0=-Via")Ty= > wVa@")Ty+> vVhi)y= > uVg(")y.

iel(z0) Jj=1 iel(z0)

In der letzten Summe sind alle Summanden kleiner oder gleich Null (wegen w; > 0 und
Vgi(2°)Ty <0 fiir ¢ € I(2°)), sie summieren sich nur zu Null auf, wenn sie alle gleich Null
sind. Das bedeutet aber sofort

Vgi(z")Ty =0, fallsi € I(z°) mit u; > 0,
Vae(2z°)Ty <0, falls k € I(z°) mit ug = 0,

also folgt zusammen mit Vh;(z°)Ty = 0 (Vj), dass y € Z(z°, u). O

5.4.4 Satz. (Hinreichende Bedingung 2. Ordnung). Wir betrachten die Standardaufgabe
(P) und setzen voraus, dass die Funktionen f, g und h zweimal stetig differenzierbar sind.
Sei (2°, u,v) ein gegebener Punkt, der den Kuhn-Tucker-Bedingungen der Aufgabe (P)
gentigt und bezeichne mit

H:=V2 L(2° u,v) = +ZUZV291 +ZU]V2

die Hesse-Matrix der Lagrangefunktion beztiglich x im Punkt (2°, u,v). Falls
y Hy >0 VyeC? f, M)\ {0},

gilt, so ist z¥ strikter lokaler Minimalpunkt von (P). &

Beweis. Wird unten im Punkt 5.4.12 gegeben. O

Die Bedingung des Satzes ist im allgemeinen schwer iiberpriifbar, da C(z°, f, M) durch
ein lineares Ungleichungssystem beschrieben ist. Als Spezialfall folgt aber sofort (ins-
besondere ist das Korollar fiir Aufgaben nur mit Gleichungsrestriktionen zum vorigen
Satz aquivalent):
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5.4.5 Korollar. (Starke hinreichende Bedingung 2. Ordnung). Unter den Vorausset-
zungen von Satz 5.4.4 sei wieder (z°,u,v) ein gegebener Punkt, der den Kuhn-Tucker-
Bedingungen der Aufgabe (P) geniigt. Falls y"Hy > 0 fiir alle y # 0 mit

Vhi(@®)Ty=0,j=1,....r, Vgi(z°)Ty =0, i € I(z°) mit w; > 0,

qgilt, so ist 20 strikter lokaler Minimalpunkt. &

5.4.6 Positive Definitheit unter linearen Nebenbedingungen. Die starke hinrei-
chende Bedingung ist von der Form

y Hy>0 Vy#0: By=0 (5.21)

mit einer Matrix B passender Ordnung (x,n). Sei {y',...,y*} eine Basis des Unterraums
L :={y|By = 0}. Dann ist

yel & y:ZAjyj,

j=1
in Matrixschreibweise
y=YX mitY =[y' ... y°] (spaltenweise).

Also gilt (5.21) genau dann, wenn YTI}T Y positiv definit ist, was mit Thnen bekannten
Kriterien aus der Linearen Algebra fiir Okonomen tiberpriift werden kann. &

5.4.7 Spezialfall eines Kriteriums von Debreu. In der 6konomischen Literatur sind
von Gerard Debreu (1983 Nobelpreis fiir Okonomie) aufgestellte Kriterien zur Uberpriifung
der positiven Definitheit unter linearen Nebenbedingungen sehr beliebt, die mit Hauptmi-
noren der ”geranderten” Matrix
0 B
(5 1)

arbeiten, vgl. am besten die Originalarbeit G. Debreu, Definite and semidefinite quadratic
forms, Econometrica 20 (1952) 295-300 oder (nicht in voller Allgemeinheit) Rommelfanger,
Mathematik fir Wirtschaftswissenschaftler II. Die allgemeine Herleitung tibersteigt aber
das Zeitvolumen dieser Vorlesung.

Wir betrachten hier nur den Spezialfall, der hilfreich ist fiir

(Pspez) min{f(x1,22)|g(x1,22) =0}, f,g:R* =R,

Sei (29,29, v) ein Punkt, der den Lagrange-Bedingungen geniigt, und sei Vg(z9,z9) # 0.
Wir schreiben

H = V*f(af,25) + vV?g(2f,25) und c=Vyg(a}, a3)".
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Der Beweis des folgenden Satzes wird unten im Punkt 5.4.14 gegeben. Man beachte das
”Drehen” der Vorzeichen!

Satz. Unter den gestellten Voraussetzungen gelten folgende Kriterien mit Hilfe spezieller

Determinanten, und zwar:
0 c'
det ( c H ) <0

ist notwendig und hinreichend dafiir, dass y" Hy > 0 fiir alle y # 0 mit ¢'y = 0 gilt.
Also ist unter dieser Bedingung x° lokaler Minimalpunkt der Aufgabe (Pspez).

2. Die Bedingung
det 0 ¢ >0
¢ c H ’

ist notwendig und hinreichend dafiir, dass y" Hy < 0 fiir alle y # 0 mit c¢'y = 0 gilt.
Also ist unter dieser Bedingung z° lokaler Maximalpunkt der Aufgabe (Pspez). <

1. Die Bedingung

5.4.8 Vollstandig durchrechnetes Beispiel. Man betrachte die Aufgabe mit linearen
(1) Restriktionen
. 1
min S —a3) —
beziiglich gy (21, 22) := —x1 + 229 < 0
gg(.rl,l'z) = =T — 2512'2 S 0.

Die Zielfunktion heisse f, Restriktionsmenge heisse M. Die Kuhn-Tucker-Bedingungen

lauten
Z) Q?l—l—ul—UQ:O

(
(1) —x9 +2u; —2us =0
(ZZZ) Uy Z 0, -1 + 2ZE2 S 0, ul(—xl + 21’2) =0

() wug >0, —x1 — 229 <0, ug(—x; —229) =0

Wahlt man speziell u; = uy = 0, so definiert
u1:O, UQIO, Ilzl, 272:0

einen Kuhn-Tucker-Punkt. Allerdings ist (z1,22) = (1,0) kein lokaler Minimalpunkt:
Offenbar erfiillt (1,0) beide Nebenbedingungen strikt. Wére also (1,0) lokaler Mini-
malpunkt, so ware dieselr Punkt auch ein lokaler Minimalpunkt der freien Minimierungsauf-

gabe min{ f(z1,z2) := (2 — 23) — 21 | (21, 72) € R*}. Nun ist aber

det V2 £(1,0) = det ( (1) _(1] ) <0,

also ist (1,0) keine Extremalstelle.
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Wahlt man speziell u; > 0, us > 0, so folgt wegen der Komplementaritit in (iii) und

(iv)

—x1 4+ 225 =0, —x1—229=0, alsoxy =x,=0,

im Widerspruch zu (i), also gehort zu u; > 0, us > 0 kein Kandidat fiir eine lokale Mini-
malstelle.

Wiéhlt man speziell u; = 0, ug > 0, so folgt wegen der Komplementaritiat in (iv)
—x1 — 229 = 0, also mit (i) und (ii)

I = —2?[72 = U9 + ]_, 2U2 = —T9.

Folglich definiert (nachrechnen!)

1 4 2
Uy = O, Ug = g, r1 = =, Ty = —g (522)

einen Kuhn-Tucker-Punkt (Z, u).

Wéhlt man speziell u; > 0, uy = 0, so folgt wegen der Komplementaritét in (iii)
—x1 + 229 = 0, also mit (i) und (ii)

T :2x2:u1—|—1, 2’U,1 = I9.

Folglich definiert (nachrechnen!)

Uy =

4 2
, Uy = 07 X = 57 Lo = g (523)

= Wl

einen weiteren Kuhn-Tucker-Punkt (z*, u*).

Im Hinblick auf die hinreichenden Bedingungen 2. Ordnung in (5.22) und (5.23) sind die
aktiven Indexmengen I(Z) = {2} und I(z*) = {1}, die Hesse-Matrix der Lagrangefunktion
in Bezug auf z

H:=V2 L(7,u) = V2, L(z*u*) = ( (1) _(1) )
sowie die kritischen Kegel C(z, f, M) (wegen s > 0)
C@, f, M) ={(y1.y2) | =91 — 2y2 = 0}
und C(z*, f, M) (wegen uj > 0)
Cla®, f,M) ={(y1,42) | —y1+2y2 =0}

Wir {iberpriifen Optimalitdt nun nach dem hinreichenden Kriterium 2. Ordnung (es fallt
mit dem starken hinreichenden Kriterium 2. Ordnung zusammen): Fiir  haben wir

y Hy =2 —y2 =3y2 >0 fiir alle (y1,92) # (0,0) mit y; = —2us,
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fir z* haben wir
y Hy = yf — yg = Syg >0 fir alle (y1,y2) # (0,0) mit y; = 2ys,

also sind sowohl z als auch x* lokale Minimalpunkte.

Da die kritischen Kegel Geraden sind, konnen wir als hinreichendes Kriterium auch das
spezielle Debreu-Kriterium nachpriifen. Es gilt in  (man muss den Gradienten ¢ = Vgo(7),
der der Normalenvektor der Gleichung in C(z, f, M) ist, nehmen)

0 —1 —2

.

det<2;>= 1 1 0]|=-3<0
2 0 -1

und in z* (man muss den Gradienten d = Vg;(z*), der der Normalenvektor der Gleichung
in C(z*, f, M) ist, nehmen)

0 -1 2

.

det(g CL): 1 1 0|=-3<0,
2 0 -1

also ist auch nach diesem Kriterium bestatigt, dass beide Punkte lokale Minimalpunkte
sind. O

Das Envelopen-Theorem

Eine interessante Anwendung der Kuhn-Tucker-Theorie und insbesondere der hinreichen-
den Bedingungen 2. Ordnung ist das sogenannte Envelopen-Theorem, das in der Mikrocko-
nomie bei der Sensitivitatsanalysie der komparativen Statik eine grosse Rolle spielt. Eine
recht ordentliche Darstellung der mathematischen Theorie findet man in Kapitel 19 des
Lehrbuchs von Simon and Blume, leider gibt es in der Literatur einige sehr hemdséarmelige
bis falsche Darstellungen (z.B. im renommierten Buch ”Microeconomic theory” von Luen-
berger).
Wir betrachten die parametrische Aufgabe

Minimiere f(x,p) beziiglich = bei gegebenem p unter den

Restriktionen gi(z,p) <0, i = 1,...,m, hy(z,p) =0, j=1,....r, 2V

P(p):

wobei f,g;,h; : R" x O — R stetig differenzierbare Funktionen und O C R® eine offene
Menge seien sow1e p Uber O variiert. Zu jedem p € O lauten die Kuhn-Tucker-Bedingungen
in einer lokalen Minimallésung x(p) von P(p) (unter der Abadie-CQ)

(1) Vaf(z(p).p) + 22, wiVagi(x(p), )+Z]1%Vh(() p) =0,
(17) u; >0, gi(z(p),p) <0, ugi(z(p), ) (1=1,...,m), (5.25)
(@1) v; € R, hy(z(p),p) =0 (= ) 7)s
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Seien I(x(p),p) = {i|gi(z(p),p) = 0} und

L(ZL‘,U,U,])) = f(xvp) + Zuzgz(x7p) + Zvjhj(xvp)'
i=1 Jj=1

Wir interessieren uns fiir Differenzierbarkeitseigenschaften der (lokalen) Optimalwertfunk-

tion f(z(p),p).

5.4.9 Satz. (Envelopen-Theorem). Sei p — (z(p),u(p),v(p)) eine auf einer offenen
Teilmenge U von O stetig differenzierbare Funktion derart, dass (x(p),u(p),v(p)) fiir jedes
p € U den Kuhn-Tucker-Bedingungen (5.25) der Aufgabe P(p) gentigt und I(x(p),p) fiir
alle p € U dieselbe Indexmenge I ist. Dann ist die Funktion

w(p) = f(x(p),p), pe U,

auf U stetig differenzierbar, und es gilt fiir alle p € U
Ve(p) = V,L(z(p), u(p), v(p),p),

das heisst 5 Py
p(p) _ (a:(p),u(p),v(p),p)7 j=1,...s, (5.26)
8]9]' apj
wobei der letzte Term so zu lesen ist: man nehme die partielle Ableitung von L(x,u,v,p)
nach p; im Punkt (z(p),u(p),v(p),p). ©

Beweis. Zu p € U kiirzen wir ab

z(p) = (z(p), u(p), v(p)).

Nach Voraussetzung ist ¢(p) = f(x(p),p) = L(2(p),p). Die Kettenregel liefert

V()T = VaL(2(p),p)" Da(p) + VuL(2(p), p)" Du(p) (5.27)
+VuL(2(p), p) Dv(p) + V,L(2(p),p)"- |

Da z(p) = (z(p),u(p),v(p)) jeweils Kuhn-Tucker-Punkt mit I(x(p),p) = I ist, gilt fiir alle
pelU
VxL(Z(p),p) = 07 gl<x(p)7p) = 07 (XS Ia uj(p) = 07 j g Ia

und damit auch
VuL(z(p),p) " Du(p) = g(x(p), p)" Du(p) = Z gi(z(p),p)Vui(p)T = 0.

Ferner ist wegen h(x(p)) =0
Vo L(2(p),p)" Du(p) = h(x(p),p)" Dv(p) = 0,

so dass in (5.27) nur
Vo) = V,L(z(p).p)"

iibrig bleibt, was zu zeigen war. O
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5.4.10 Hinreichende Bedingungen fiir das Envelopen-Theorem. Satz 5.4.9 ist
ganz allgemein formuliert, die Funktion ¢(p) = f(z(p),p) = L(z(p),u(p),v(p),p) ord-
net jedem p nur den Wert in einem Kuhn-Tucker-Punkt zu, von Optimalitat ist nicht
die Rede. Insbesondere konnen verschiedenen Kuhn-Tucker-Punkten zum gleichen p ver-
schiedene Werte zugeordnet werden. Es steht also (selbst im Falle konvexer Aufgaben) die
Frage nach der Existenz der benédtigten stetig differenzierbaren Funktion (z(-),u(-),v(-)),
tiberdies mochte man die lokale Eindeutigkeit der Losung haben und Aussagen zur (lokalen)
Optimalitdt von z(p) erhalten. Ein Kriterium liefert dazu der folgende Satz, der unten in
Punkt 5.4.13 bewiesen wird.

Satz. Sei z° = (2,1 1%) ein Punkt, der dem Kuhn-Tucker-System (5.25) der Aufgabe
P(p°) zu einem gegebenen p? € O gentigt. Die Funktionen f, g; und h; seien zweimal stetig
differenzierbar auf R™ x 0. Wir setzen ferner voraus, dass

e LICQ in 2 beziiglich P(p°) erfiillt ist,
e u) >0 fir alle 7 € I(2°,p°) gilt ("strikte Komplementaritat”) und

e 20 der starken hinreichende Bedingung 2. Ordnung von Korollar 5.4.5 beziiglich P(p")
genugt.

Dann existieren Umgebungen U von p und V von 2°, so dass gilt

(i) Das Kuhn-Tucker-System (5.25) hat zu jedem p € U eine in V' eindeutige Lésung
z(p) = (z(p), u(p),v(p)), wobei x(p) strikter lokaler Minimalpunkt von P(p) ist.

(ii) Die Funktion z(-) ist stetig differenzierbar in jedem Punkt p € U, und es gilt
I(z(p),p) = I(2°, p°) fiir alle p € U.

Damit ist auf U die lokale Optimalwertfunktion ¢(p) = f(x(p),p) = L(z(p), u(p),v(p), p)
stetig differenzierbar, und es gilt (5.26), vgl. das Envelopen-Theorem. O

5.4.11 Beispiel. In der Nutzenmaximierungstheorie der Mikrookonomik definiert man
eine indirekte Nutzenfunktion durch

v(p, M) := max{U(z) |p'x = M, x > 0},

wobei U(-) eine konkave, stetig differenzierbare Nutzenfunktion sei, z € R’} ein Giiter-
biindel, p > 0 der entsprechende Preisvektor und M ein fixer Geldbetrag, iiber den der
Konsument verfiigt. Offenbar handelt es sich um ein konvexes Optimierungsproblems, denn
es ist ja dquivalent zur Minimierung von —U (-) beziiglich der linearen Nebenbedingungen.
Sei vorausgesetzt, dass © = x(p, M) > 0 eine Optimallésung der Aufgabe ist, die mit (p, M)
stetig differenzierbar variiert. Dann konnen wir in der (parametrischen) Lagrangefunktion
die Vorzeichenbeschrankungen ignorieren und definieren mit A € R

Lz, \,p, M) :=U(z) + \(M — p"2).
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Zur Optimallésung z(p, M) gehort dann der Multiplikator A = A(p, M). Nach Vorausset-
zung gilt v(p, M) = U(z(p, M)). Das Envelopen-Theorem liefert dann

ov(p, M) dv(p, M)

AL M

= —A(p, M)z;(p, M)

und damit die sogenannte Identitat von Roy

oo
ap;, oM

Bei A(p, M) # 0 ist dann also x iiber die partiellen Ableitungen von v bestimmbar. &

Anhang: Diverse Beweise

5.4.12 Beweis von Satz 5.4.4. Sei (2°,u,v) ein Kuhn-Tucker-Punkt, der den Voraus-
setzungen des Satzes geniige. Wir zeigen eine Aussage, die sogar starker ist als zu sagen,
dass 2V ein strikter lokaler Minimalpunkt ist, und zwar:

Je,c>0Vr e B°(2%e)n M f(z) > f(2°) + cfjx — 2°|. (5.28)

Angenommen, (5.28) ist falsch. Dann existiert eine Folge

k 0
— 1
(2"} © M\ {2} : 2" — 2% und % <7 VkeN. (5.29)
Also gilt
. f(a*) — f(a%)

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit existiere ein y mit

k 0
k‘ x — X _

VU e T

andernfalls wihle eine konvergente Teilfolge (die wegen der Kompaktheit des Randes der
Einheitskugel existiert). Nach Taylorentwicklung 1. Ordnung und (5.29) folgt

1
(2 = a°)TV f(2°) + o(a® —a°) = f(a") = f(a") < EHwk —a°||?.
Nach Division durch ||2* — 2°|] und Grenziibergang folgt

y V(") <0. (5.31)

Sei nun ¢ irgendeine der Funktionen g¢;, ¢ € I(2"), bzw. h; oder —h;, j = 1,...,m. Nach
Taylorentwicklung und wegen o(2°) = 0 sowie ¢(z*) < 0 gilt dann

0> p(a*) = p(a®) = (@* = 2°)Vip(a®) + o(z* — 2°),
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d.h., nach Division durch ||z — 2°|| und Grenziibergang folgt
7' Ve(z?) <0.

Also ist
y e K(2°, M).

Da (2° u,v) Kuhn-Tucker-Punkt ist, folgt — wie oben mehrfach benutzt (man brauchte
dazu weder die Abadie-CQ noch Konvexitit) — V f(2°)Ty > 0 fiir alle y in K (2°, M), also
gilt zusammen mit (5.31)

geCE f,M), lyll=1,

d.h., g ist nicht der Nullvektor und liegt im kritischen Kegel der Aufgabe (P) im Punkt
2%, Damit gilt fiir diese Richtung wegen der Bedingung 2. Ordnung

=g Hy >0 mit H=V2 Lx"u,v).
Wir benutzen zu dem festen Vektor (u,v) die Abkiirzung
7(z) == L(z,u,v) = f(z) +u'g(z) + v h(z),

d.h., speziell ist
7(2%) = f(2°) (Komplementaritit)

und
V7(2°) = V. L(2°,u,v) =0 (Lagrange-Bedingung)
sowie
Vr(2") = H.
Ferner setzen wir ¢, := ||z* — 2°|| und erhalten dann wegen u > 0, g(z*) < 0 und h(z¥) =0

(jeweils komponentenweise) und mit Taylor-Entwicklung

f@®) > f(@*) +uTg(a") +vTh(a")
= 7(a%)
= 7(2°) + (a* — 2°)V7(2°) + (2" — 2°)TV27(2°) (a* — 2°) + o(2)
T
= @)+ 5yt HY +o(8}),
wobei o(t2)/(t2) — 0 mit k — oo wie iiblich. Nach Division durch ¢ folgt dann
f(@h) — f(2°)  o(t) 1
i i 4

LT

1
> 5 y" Hy* > Za,
falls k geniigend gross ist (denn o := y'Hy > 0 und y* — ). Es folgt also nach

Grenziibergang und wegen (5.30)
1 kY _ 0
0<-a< limsupLQf(x) <0,
1= 2

ein Widerspruch! Damit war die Annahme falsch und die gewiinschte Aussage (5.28) ist
bewiesen. O
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5.4.13 Beweis von Satz 5.4.10. Der einfacheren Schreibweise wegen halber lassen wir
die Gleichungen weg, sie verhalten sich unter unseren Voraussetzungen wie die aktiven
Ungleichungen. Im verbleibenden Kuhn-Tucker-System betrachten wir mit I := I(2°,p°)
das Teilsystem

VJJL(xauyvap) = 07 gl(xvp) = Oa 1€ ]a uj = 07 j g I. (532)
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei I = {1,...,k}, k < m. Wir schreiben das eben

betrachtete Gleichungssystem mit Hilfe einer Vektorfunktion als
V. L(z,u,p)
91(z,p)

F(z,u,p) = gr(x,p) = 0.
Uk+1

Um

Dann gilt, wenn wir g;, ¢ € I, zu einer Vektorfunktion g; zusammenfassen, die restlichen
gj, J & I zu gy zusammenfassen und mit E die (m — k, m — k)-Einheitsmatrix bezeichnen,

V?L,x[z(l',u,p) ngl(xap)-r D:cgJ(map)T
D(x,u)F(x, u,p) = D,gr(z,p) 0 0
0 0 E

Wir zeigen nun, dass die quadratische Matrix D, ,)F (2%, u°, p°) reguldr ist. Wegen der
Einheitmatrix rechts unten ist das aquivalent zum Nachweis, dass die Teilmatrix

vgzL(x07 uo’pO) ngl(x07p0)T
Drgf(xoapo) 0 .

regular ist. Wir schreiben H := V2 L(2%4° p’) und B := D,g;(z° p°). Falls mit
passenden Vektoren A und g

H BTN (A _

B 0 W)

erfiillt ist, gilt also H\ + BTu = 0 sowie BA = 0. Daraus folgt
MNHXN=ATHX+X"BTu=0.

Wegen der starken hinreichenden Bedingung 2. Ordnung gilt y" Hy > 0 fiir alle y # 0 mit
By = 0, wegen B\ = 0 folgt also A = 0. Das impliziert BTy = 0, was wegen der LICQ auf
p = 0 fiihrt (denn: die Spalten von BT sind gerade die Gradienten V,g;(2°, p%), i € I, die
wegen der LICQ linear unabhéngig sind). Damit ist

H BT .
B 0 regular,
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folglich ist Dy, ) F (2°, u®, p°) regulér. Somit sind fiir das Gleichungssystem F(z,u,p) =0
in (z,u,p) = (z°,u°, p°) die Voraussetzungen des Satzes iiber implizite Funktionen erfiillt,
und wir erhalten so die Existenz einer lokal eindeutigen Losungsfunktion (z(p),u(p)) des
Teilsystems (5.32) des Kuhn-Tucker-Systems, die "nahe” p = p stetig differenzierbar (und
damit stetig) ist. Insbesondere kénnen dann die Umgebungen U von p® und V' von (2°, u°)

so klein gewahlt werden, dass auch
9j(x(p),p) <0 (Vi ¢ 1) und wi(p) >0 (Viel) VpeU

erfiillt ist, denn nach Voraussetzung bzw. dem oben Gezeigten gilt g;(z°, p°) < 0 und g; ist
stetig (j € I), ebenso x(-), und es gilt u;(p°) = u) > 0 und w;(-) ist stetig (i € I). Speziell
haben wir fiir p € U erhalten
I(z(p),p) = 1,

und es erfiillt (z(p),u(p)) das gesamte Kuhn-Tucker-System zum Parameter p. Endlich
bemerken wir, dass die starke hinreichende Bedingung 2. Ordnung sich auf eine kleine
Umgebung von (z° u®) (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei das U x V) fortsetzt,
wie man sich leicht iiberlegt. Damit sind alle Aussagen bewiesen. O

5.4.14 Beweis von Satz 5.4.7. Wir beweisen nur Aussage 1., das heisst,

-
det(g ;[><0 & Yy Hy>0Vy#0:cy=0.

Der Beweis von Aussage 2. ist analog. Wir fithren den Beweis fiir eine beliebige sym-
metrische Matrix H = (h;;) der Ordnung 2 und einen beliebigen Vektor ¢ € R? \ {0}.
Wir definieren eine (3, 3)-Matrix R(x) mit niitzlichen Eigenschaften:

w0 (ol )= w) (7)o

wobei 1 > 0, 0= (0,0)" und I = Einheitsmatrix. Dann gilt offenbar

1 T
det R(u) = det ( Mi TLI ) und det R(p) = — det(H + pec™). (5.34)

Sei zunachst det (2 C;) < 0. Dann folgt

Jpo > 0: det (716/“HCT) <0 Vu > pup wegen der Stetigkeit der Determinante,

= det R() <0 VYp > pp nach (5.34) und wegen det R(u) = p det (71/“HCT), >0,

= det(H + pcc’) = det(hi; + peicj) >0 VY > po nach (5.34),

= 30 > o : det(H + pice™) > 0 und hy + c? > 0 (i = 1,2), denn wegen ¢ # 0 ist
z.B. ¢1 # 0, also wird fiir grosses x4 > 0 auch pc? > 0 gross — und fiir ein gewisses
o> o gilt somit hyy + fic? > 0, schliesslich muss dann auch hgy + fics grosser Null
sein wegen der Rechenregeln fiir (2, 2)-Determinanten,
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= die Matrix (H + ficc") ist positiv definit (Argument der linearen Algebra),
= yTHy =y"(H + ficc")y >0 Vy #0: c'y =0,

was flir diese Richtung zu zeigen war.
Sei nun y"Hy >0 Vy #0: c'y = 0. Wir wihlen ein festes 4 # 0 mit ¢'§ = 0. Dann
bildet {7, c} eine orthogonale Basis des R?, die wir zu einer (2,2)-Matrix

B =1y c| (spaltenweise geschrieben)

zusammenfassen. Dann folgt wegen 3" Hy > 0 sowie wegen ¢ # 0 und somit c'c > 0: Es
existiert ein py > 0, so dass fir alle p > o gilt

y' Hy g He T T _
o(j1) == det ( STHe THet M(CTC)Q) = u(g"Hy)(c > +(5" Hy)(c" He)— (3" He)* > 0.

Folglich gilt unter Beachtung von c¢'gj = 0

det ( BT(H + pcc™)B ) = det ( [ zI } (H + pec")[g ] ) =o(p) >0 Yu > po. (5.35)

Nach den Determinantenregeln gilt det ( BT (H + pucc™)B ) = (det B)?(det(H + pcc'))
und somit folgt aus (5.35) wegen der Regularitéit von B

det(H + pec™) >0 Yy > po.

Die Beziehungen in (5.34) liefern dann

1T
det ( ,ucl j.{ ) =det R() = —det(H + pcc') <0 VY > po. (5.36)

Die Matrix (2 c;) ist regulér, vgl. den Beweis in Punkt 5.4.13, also ist det (0C C;) # 0. Aus
(5.36) folgt dann nach der Laplace-Entwickung fiir Determinanten

0sdet 1) = Zdetm 4 paet( 0 S ) wus (5.37)
¢ ue H ) ¢ A = Ho '

0 '
det ( o I ) <0,
da im Falle det ((i C;) > 0 die rechte Seite in (5.37) mit ;1 — oo positive Werte anndhme.
Damit ist auch die zweite Richtung in Aussage 1. bewiesen. O

und folglich



