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Lernziele

Nach dieser Veranstaltung sollten Sie
• die strategische Bedeutung von Serverkapazitätsentscheidungen 

kennen
• die wichtigsten Warteschlangenmodelle zuordnen und anwenden 

können
• die wichtigsten Performancekriterien von 

Warteschlangensystemen berechnen können
• Kapazitätsentscheidungen auf der Basis von 

Warteschlangenmodellen treffen können
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Methoden der Kapazitätsplanung in 
Servicesystemen

• Warteschlangenmodelle
– Schnelle Ergebnisse
– Erfordern wenig Daten

• Simulationsmodelle
– Können komplexe Sachverhalte berücksichtigen

• Lineare Programmierung
– Zur Kapazitätsallokation über mehrere Einrichtungen/Standorte
– Ermöglicht Integration der Reihenfolgeplanung und zusätzlicher 

Restriktionen
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Herausforderungen der Kapazitätsplanung im 
Servicemanagement

• Nachfrageschwankungen führen zwangsläufig zu 
Auslastungsschwankungen

• Ungenützte Kapazität (keine Lager)

• Variable Kundenankunftsrate und variable Servicedauer

• Wartezeit und Kapazitätsauslastung sind Bestandteil der 
Servicequalität (Kunde als Koproduzent, z.B. verspätete oder volle 
Flugzeuge aber: ausverkaufte Konzerte, volle Diskotheken)

• Wegen der Nachfragevarianz wird die Kapazität i.d.R. in Input-
(Bettenzahl) statt Outputgrössen (Gäste/Nacht) gemessen 
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• Sumo-Strategie: große Kapazität als Abschreckung potentieller 
Wettbewerber (z.B. 500-Betten-Luxushotel in Kleinstadt)

• Judo-Strategie: kleine Kapazität, um von starken Konkurrenten 
geduldet zu werden (z.B. Fluglinie mit 5 Maschinen)

• Unterkapazität generiert Nachfrage für Wettbewerber (überfülltes 
Restaurant)

• Über-/Unterkapazität sichert Kundenzufriedenheit (Beispiele: 
Überkapazität: Telekommunikation; Unterkapazität: Rockkonzert)

• Trade-off Optimierung: Umsatz/Kundenzufriedenheit versus 
Auslastungsgrad/Kundenzufriedenheit

Strategische Bedeutung von 
Kapazitätsentscheidungen
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Modelle mit
poissonverteilter Ankunft

Standardmodelle
(unbegrenzte Warteschlange) Begrenzte Warteschlange

exponentiellverteilte
Servicezeit

exponentiellverteilte
Servicezeit

allgemeinverteilte
Servicezeit

Single Server
M/M/1

Multiple Server
M/M/s

Single Server
M/G/1

Single Server
M/M/1

Self Service
M/G/∞

Multiple Server
M/M/s

A/B/s Notation: A beschreibt die Verteilung der Zeitabstände zwischen 2 Ankünften, B beschreibt die 
Verteilung der Servicezeit und s (oder c) die Anzahl der Server.
M beschreibt die Exponentialverteilung, G irgendeine allgemeine Verteilung (z.B. Normalverteilung, 
Gleichverteilung, etc.)

Warteschlangenmodelle im Überblick
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M/M/1

Seite 8

Poissonverteilte Ankunfts- und Servicerate: (λ < μ)
Durchschnittliche Ankunftsrate: λ
Durchschnittliche Servicerate: μ

Durchschnittlicher Auslastungsgrad: 𝜌𝜌 =
𝜆𝜆
𝜇𝜇

Wahrscheinlichkeit, dass sich genau n Kunden im 
System befinden: 𝑃𝑃𝑛𝑛 =  𝜌𝜌𝑛𝑛(1 − 𝜌𝜌)

Wahrscheinlichkeit, dass sich k oder mehr Kunden 
im System befinden: 𝑃𝑃 𝑛𝑛 ≥ 𝑘𝑘 = 𝜌𝜌𝑘𝑘
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Durchschnittliche Anzahl von Kunden im System: 𝐿𝐿𝑠𝑠 = λ
µ−λ

Durchschnittliche Länge der Warteschlange: 𝐿𝐿𝑞𝑞 = 𝜌𝜌λ
µ−λ

Durchschnittliche Verweildauer im System: 𝑊𝑊𝑠𝑠 = 1
µ−λ

Durchschnittliche Verweildauer in der Warteschlange: 𝑊𝑊𝑞𝑞 = 𝜌𝜌
µ−λ

M/M/1
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Wie ändert sich die Anzahl der Kunden im System, 
wenn ρ → 0? 
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Beispiel 1: Eisverkäufer

• Pro Stunde kommen durchschnittlich 80 Kunden.

• Der Verkäufer benötigt je Kunde durchschnittlich 30 Sekunden.

• Ankunftsrate der Kunden ist poissonverteilt.

• Servicerate ist poissonverteilt.
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Fragen zum Eisverkäufer-Beispiel

1. Wie hoch ist der durchschnittliche Auslastungsgrad des 
Eisverkäufers?

2. Wie lang ist die durchschnittliche Warteschlange vor dem 
Eisverkäufer?

3. Wie viele Kunden befinden sich durchschnittlich im „System“ 
(Warteschlange + Bedienung)?

4. Wie lange verweilt ein Kunde durchschnittlich in der Warteschlange 
(durchschnittliche Wartezeit)?

5. Wie lange verweilt ein Kunde durchschnittlich im „System“ 
(durchschnittliche Verweilzeit)?
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1. Durchschnittlicher Auslastungsgrad des Eisverkäufers

 λ = 80 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆

 𝜇𝜇 = 1 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾

30 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 1 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆
3600 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆

= 120 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆

 𝜌𝜌 = λ
𝜇𝜇

=
80𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆

120𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆

= 0.67 = 67%

Eisverkäufer-Beispiel
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2. Durchschnittliche Länge der Warteschlange

𝐿𝐿𝑞𝑞 = λ2

µ(µ−λ)
= 802

120(120−80)
= 1.33

3. Durchschnittliche Anzahl der Kunden im System

𝐿𝐿𝑠𝑠 = λ
µ−λ

= 80
120−80

= 2

Eisverkäufer-Beispiel
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4. Durchschnittliche Wartezeit

𝑊𝑊𝑞𝑞 = λ
µ(µ−λ)

= 80
120(120−80)

= 1
60

 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 = 1 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀

5. Durchschnittliche Verweilzeit

𝑊𝑊𝑠𝑠 = 1
µ−λ

= 1
120−80

= 1
40

 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 = 1.5 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀

Eisverkäufer-Beispiel
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Eisverkäuferbeispiel
• Eisverkäufer möchte einen McIce Drive-in Kiosk betreiben.
• Wie viele Autos müssen in der Drive-in-Schlange mindestens 

Platz haben, damit mit mindestens 90%iger Wahrscheinlichkeit 
keine Autos auf der Strasse warten müssen?

• Ansonsten wie zuvor

M/M/1-Modell mit begrenzter Warteschlange
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Eisverkäuferbeispiel
• Lösung: 𝑃𝑃 𝑛𝑛 ≥ 𝑘𝑘 = 𝑝𝑝𝑘𝑘 𝑃𝑃 𝑛𝑛 ≥ 5 = 𝜌𝜌5 = 0.13

 𝑃𝑃 𝑛𝑛 ≥ 6 = 𝜌𝜌6 = 0.09

• Die Wahrscheinlichkeit, dass sich 6 oder mehr Kunden im 
System befinden ist also 9%.

• Damit müssen also mindestens 5 Autos im System Platz haben 
(4 die warten und 1, das bedient wird), damit die 
Wahrscheinlichkeit, dass ein wartendes Auto die Strasse 
blockiert, kleiner als 10% ist

M/M/1-Modell mit begrenzter Warteschlange
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𝐿𝐿𝑞𝑞 = 𝜌𝜌2+λ2𝜎𝜎2

2(1−𝜌𝜌)

1. Für Exponentialverteilung gilt:  

𝜎𝜎2 = 1
µ2

 → 𝐿𝐿𝑞𝑞 =
𝜌𝜌2+λ

2

𝜇𝜇2

2(1−𝜌𝜌)
= 2𝜌𝜌2

2(1−𝜌𝜌)
= 𝜌𝜌2

(1−𝜌𝜌)

2. Bei konstanter Servicezeit gilt: 

 𝜎𝜎2 = 0 → 𝐿𝐿𝑞𝑞 = 𝜌𝜌2

2(1−𝜌𝜌)

3. Hieraus folgt, dass die durchschnittliche Länge der Warteschlange (Lq)

jeweils zur Hälfte durch die Varianz der Ankünfte sowie die Varianz der
Servicezeit erklärt wird.

M/G/1-Modell
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Standard-M/M/s-Modell

• Voraussetzungen
– Wie bei Standard M/M/1-Modell (u.a. eine unbegrenzte 

Warteschlange und FCFS)
– Servicerate der Server ist unabhängig und identisch verteilt

– λ < 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏. λ
𝜇𝜇

= 𝜌𝜌 < 𝑠𝑠
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mms.xls      M/M/s Queueing Formula Spreadsheet

Inputs: Definitions of terms:
lambda 80 lambda = arrival rate
mu 120 mu     = service rate

s      = number of servers
Lq     = average number in  the queue
Ls     = average number in the system
Wq     = average wait in the queue
Ws     = average wait in the system
P(0)   = probability of zero customers in the system
P(delay)   = probability that an arriving customer has to wait 

Outputs:
s Lq Ls Wq Ws P(0) P(delay) Utilization

0
1 1,3333 2,0000 0,0167 0,0250 0,3333 0,6667 0,6667
2 0,0833 0,7500 0,0010 0,0094 0,5000 0,1667 0,3333
3 0,0093 0,6760 0,0001 0,0084 0,5122 0,0325 0,2222
4 0,0010 0,6677 0,0000 0,0083 0,5133 0,0051 0,1667
5 0,0001 0,6668 0,0000 0,0083 0,5134 0,0007 0,1333
6 0,0000 0,6667 0,0000 0,0083 0,5134 0,0001 0,1111
7 0,0000 0,6667 0,0000 0,0083 0,5134 0,0000 0,0952
8 0,0000 0,6667 0,0000 0,0083 0,5134 0,0000 0,0833
9 0,0000 0,6667 0,0000 0,0083 0,5134 0,0000 0,0741

10 0,0000 0,6667 0,0000 0,0083 0,5134 0,0000 0,0667

Standard-M/M/s-Modell
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		mms.xls      M/M/s Queueing Formula Spreadsheet

		Inputs:						Definitions of terms:

		lambda		80.0				lambda = arrival rate

		mu		120.0				mu     = service rate

								s      = number of servers

								Lq     = average number in  the queue

								Ls     = average number in the system

								Wq     = average wait in the queue

								Ws     = average wait in the system																lambda/mu

								P(0)   = probability of zero customers in the system																0.6666666666666666

								P(delay)   = probability that an arriving customer has to wait

		Outputs:																		Intermediate Calculations:

		s		Lq		Ls		Wq		Ws		P(0)		P(delay)		Utilization				(l/u)^s/s!		sum (l/u)^s/s!

		0.0																		1.0		1.0

		1.0		1.3333		2.0000		0.0167		0.0250		0.3333		0.6667		0.6667				0.6666666666666666		1.6666666666666665

		2.0		0.0833		0.7500		0.0010		0.0094		0.5000		0.1667		0.3333				0.2222222222222222		1.8888888888888888

		3.0		0.0093		0.6760		0.0001		0.0084		0.5122		0.0325		0.2222				0.04938271604938271		1.9382716049382716

		4.0		0.0010		0.6677		0.0000		0.0083		0.5133		0.0051		0.1667				0.008230452674897118		1.9465020576131686

		5.0		0.0001		0.6668		0.0000		0.0083		0.5134		0.0007		0.1333				0.0010973936899862824		1.947599451303155

		6.0		0.0000		0.6667		0.0000		0.0083		0.5134		0.0001		0.1111				1.2193263222069805E-4		1.9477213839353755

		7.0		0.0000		0.6667		0.0000		0.0083		0.5134		0.0000		0.0952				1.1612631640066479E-5		1.9477329965670156

		8.0		0.0000		0.6667		0.0000		0.0083		0.5134		0.0000		0.0833				9.677193033388732E-7		1.947733964286319

		9.0		0.0000		0.6667		0.0000		0.0083		0.5134		0.0000		0.0741				7.168291135843504E-8		1.9477340359692303

		10.0		0.0000		0.6667		0.0000		0.0083		0.5134		0.0000		0.0667				4.778860757229002E-9		1.9477340407480912

		11.0		0.0000		0.6667		0.0000		0.0083		0.5134		0.0000		0.0606				2.8962792468054556E-10		1.947734041037719

		12.0		0.0000		0.6667		0.0000		0.0083		0.5134		0.0000		0.0556				1.6090440260030308E-11		1.9477340410538095

		13.0		0.0000		0.6667		0.0000		0.0083		0.5134		0.0000		0.0513				8.251507825656567E-13		1.9477340410546347

		14.0		0.0000		0.6667		0.0000		0.0083		0.5134		0.0000		0.0476				3.929289440788841E-14		1.947734041054674

		15.0		0.0000		0.6667		0.0000		0.0083		0.5134		0.0000		0.0444				1.7463508625728183E-15		1.9477340410546757

		16.0		0.0000		0.6667		0.0000		0.0083		0.5134		0.0000		0.0417				7.276461927386742E-17		1.9477340410546757

		17.0		0.0000		0.6667		0.0000		0.0083		0.5134		0.0000		0.0392				2.853514481328134E-18		1.9477340410546757

		18.0		0.0000		0.6667		0.0000		0.0083		0.5134		0.0000		0.0370				1.0568572153067163E-19		1.9477340410546757

		19.0		0.0000		0.6667		0.0000		0.0083		0.5134		0.0000		0.0351				3.708270930900759E-21		1.9477340410546757

		20.0		0.0000		0.6667		0.0000		0.0083		0.5134		0.0000		0.0333				1.236090310300253E-22		1.9477340410546757

		21.0		0.0000		0.6667		0.0000		0.0083		0.5134		0.0000		0.0317				3.924096223175406E-24		1.9477340410546757

		22.0		0.0000		0.6667		0.0000		0.0083		0.5134		0.0000		0.0303				1.1891200676289108E-25		1.9477340410546757

		23.0		0.0000		0.6667		0.0000		0.0083		0.5134		0.0000		0.0290				3.446724833706988E-27		1.9477340410546757

		24.0		0.0000		0.6667		0.0000		0.0083		0.5134		0.0000		0.0278				9.574235649186077E-29		1.9477340410546757

		25.0		0.0000		0.6667		0.0000		0.0083		0.5134		0.0000		0.0267				2.55312950644962E-30		1.9477340410546757







Institut für Betriebswirtschaftslehre

Beispiel: Fahrkartenautomat

• Pro Stunde kommen durchschnittlich 20 Kunden
• Servicemanager hat die Wahl zwischen

– einem modernen Hochleistungsautomat (bedient durchschnittlich 
2 Kunden pro Minute)

– zwei alten Automaten (bedienen jeweils durchschnittlich 1 
Kunden pro Minute)
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mms.xls      M/M/s Queueing Formula Spreadsheet

Inputs: Definitions of terms:
lambda 20 lambda = arrival rate
mu 120 mu     = service rate

s      = number of servers
Lq     = average number in  the queue
Ls     = average number in the system
Wq     = average wait in the queue
Ws     = average wait in the system
P(0)   = probability of zero customers in the system
P(delay)   = probability that an arriving customer has to wait 

Outputs:
s Lq Ls Wq Ws P(0) P(delay) Utilization

0
1 0,0333 0,2000 0,0017 0,0100 0,8333 0,1667 0,1667
2 0,0012 0,1678 0,0001 0,0084 0,8462 0,0128 0,0833

Fahrkartenbeispiel: 1 Hochleistungsautomat
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		mms.xls      M/M/s Queueing Formula Spreadsheet

		Inputs:						Definitions of terms:

		lambda		20.0				lambda = arrival rate

		mu		120.0				mu     = service rate

								s      = number of servers

								Lq     = average number in  the queue

								Ls     = average number in the system

								Wq     = average wait in the queue

								Ws     = average wait in the system																lambda/mu

								P(0)   = probability of zero customers in the system																0.16666666666666666

								P(delay)   = probability that an arriving customer has to wait

		Outputs:																		Intermediate Calculations:

		s		Lq		Ls		Wq		Ws		P(0)		P(delay)		Utilization				(l/u)^s/s!		sum (l/u)^s/s!

		0.0																		1.0		1.0

		1.0		0.0333		0.2000		0.0017		0.0100		0.8333		0.1667		0.1667				0.16666666666666666		1.1666666666666667

		2.0		0.0012		0.1678		0.0001		0.0084		0.8462		0.0128		0.0833				0.013888888888888888		1.1805555555555556

		3.0		0.0000		0.1667		0.0000		0.0083		0.8465		0.0007		0.0556				7.716049382716049E-4		1.1813271604938271

		4.0		0.0000		0.1667		0.0000		0.0083		0.8465		0.0000		0.0417				3.215020576131687E-5		1.1813593106995885

		5.0		0.0000		0.1667		0.0000		0.0083		0.8465		0.0000		0.0333				1.071673525377229E-6		1.181360382373114

		6.0		0.0000		0.1667		0.0000		0.0083		0.8465		0.0000		0.0278				2.976870903825636E-8		1.181360412141823

		7.0		0.0000		0.1667		0.0000		0.0083		0.8465		0.0000		0.0238				7.087787866251513E-10		1.181360412850602

		8.0		0.0000		0.1667		0.0000		0.0083		0.8465		0.0000		0.0208				1.4766224721357318E-11		1.181360412865368

		9.0		0.0000		0.1667		0.0000		0.0083		0.8465		0.0000		0.0185				2.734486059510614E-13		1.1813604128656416

		10.0		0.0000		0.1667		0.0000		0.0083		0.8465		0.0000		0.0167				4.557476765851023E-15		1.1813604128656463

		11.0		0.0000		0.1667		0.0000		0.0083		0.8465		0.0000		0.0152				6.905267827047004E-17		1.1813604128656463

		12.0		0.0000		0.1667		0.0000		0.0083		0.8465		0.0000		0.0139				9.590649759787505E-19		1.1813604128656463

		13.0		0.0000		0.1667		0.0000		0.0083		0.8465		0.0000		0.0128				1.229570482024039E-20		1.1813604128656463

		14.0		0.0000		0.1667		0.0000		0.0083		0.8465		0.0000		0.0119				1.463774383361951E-22		1.1813604128656463

		15.0		0.0000		0.1667		0.0000		0.0083		0.8465		0.0000		0.0111				1.6264159815132788E-24		1.1813604128656463

		16.0		0.0000		0.1667		0.0000		0.0083		0.8465		0.0000		0.0104				1.694183314076332E-26		1.1813604128656463

		17.0		0.0000		0.1667		0.0000		0.0083		0.8465		0.0000		0.0098				1.6609640334081684E-28		1.1813604128656463

		18.0		0.0000		0.1667		0.0000		0.0083		0.8465		0.0000		0.0093				1.5379296605631189E-30		1.1813604128656463

		19.0		0.0000		0.1667		0.0000		0.0083		0.8465		0.0000		0.0088				1.349061105757122E-32		1.1813604128656463

		20.0		0.0000		0.1667		0.0000		0.0083		0.8465		0.0000		0.0083				1.124217588130935E-34		1.1813604128656463

		21.0		0.0000		0.1667		0.0000		0.0083		0.8465		0.0000		0.0079				8.922361810562974E-37		1.1813604128656463

		22.0		0.0000		0.1667		0.0000		0.0083		0.8465		0.0000		0.0076				6.759365008002253E-39		1.1813604128656463

		23.0		0.0000		0.1667		0.0000		0.0083		0.8465		0.0000		0.0072				4.898090585508879E-41		1.1813604128656463

		24.0		0.0000		0.1667		0.0000		0.0083		0.8465		0.0000		0.0069				3.401451795492277E-43		1.1813604128656463

		25.0		0.0000		0.1667		0.0000		0.0083		0.8465		0.0000		0.0067				2.2676345303281843E-45		1.1813604128656463
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mms.xls      M/M/s Queueing Formula Spreadsheet

Inputs: Definitions of terms:
lambda 20 lambda = arrival rate
mu 60 mu     = service rate

s      = number of servers
Lq     = average number in  the queue
Ls     = average number in the system
Wq     = average wait in the queue
Ws     = average wait in the system
P(0)   = probability of zero customers in the system
P(delay)   = probability that an arriving customer has to wait 

Outputs:
s Lq Ls Wq Ws P(0) P(delay) Utilization

0
1 0,1667 0,5000 0,0083 0,0250 0,6667 0,3333 0,3333
2 0,0095 0,3429 0,0005 0,0171 0,7143 0,0476 0,1667
3 0,0006 0,3340 0,0000 0,0167 0,7164 0,0050 0,1111

Fahrkartenbeispiel: 2 Altautomaten
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mms

		mms.xls      M/M/s Queueing Formula Spreadsheet

		Inputs:						Definitions of terms:

		lambda		20.0				lambda = arrival rate

		mu		60.0				mu     = service rate

								s      = number of servers

								Lq     = average number in  the queue

								Ls     = average number in the system

								Wq     = average wait in the queue

								Ws     = average wait in the system																lambda/mu

								P(0)   = probability of zero customers in the system																0.3333333333333333

								P(delay)   = probability that an arriving customer has to wait

		Outputs:																		Intermediate Calculations:

		s		Lq		Ls		Wq		Ws		P(0)		P(delay)		Utilization				(l/u)^s/s!		sum (l/u)^s/s!

		0.0																		1.0		1.0

		1.0		0.1667		0.5000		0.0083		0.0250		0.6667		0.3333		0.3333				0.3333333333333333		1.3333333333333333

		2.0		0.0095		0.3429		0.0005		0.0171		0.7143		0.0476		0.1667				0.05555555555555555		1.3888888888888888

		3.0		0.0006		0.3340		0.0000		0.0167		0.7164		0.0050		0.1111				0.006172839506172839		1.3950617283950617

		4.0		0.0000		0.3334		0.0000		0.0167		0.7165		0.0004		0.0833				5.144032921810699E-4		1.3955761316872428

		5.0		0.0000		0.3333		0.0000		0.0167		0.7165		0.0000		0.0667				3.4293552812071325E-5		1.395610425240055

		6.0		0.0000		0.3333		0.0000		0.0167		0.7165		0.0000		0.0556				1.905197378448407E-6		1.3956123304374335

		7.0		0.0000		0.3333		0.0000		0.0167		0.7165		0.0000		0.0476				9.072368468801936E-8		1.3956124211611183

		8.0		0.0000		0.3333		0.0000		0.0167		0.7165		0.0000		0.0417				3.7801535286674735E-9		1.3956124249412718

		9.0		0.0000		0.3333		0.0000		0.0167		0.7165		0.0000		0.0370				1.4000568624694344E-10		1.3956124250812776

		10.0		0.0000		0.3333		0.0000		0.0167		0.7165		0.0000		0.0333				4.6668562082314475E-12		1.3956124250859445

		11.0		0.0000		0.3333		0.0000		0.0167		0.7165		0.0000		0.0303				1.4141988509792264E-13		1.395612425086086

		12.0		0.0000		0.3333		0.0000		0.0167		0.7165		0.0000		0.0278				3.928330141608962E-15		1.39561242508609

		13.0		0.0000		0.3333		0.0000		0.0167		0.7165		0.0000		0.0256				1.0072641388740927E-16		1.39561242508609

		14.0		0.0000		0.3333		0.0000		0.0167		0.7165		0.0000		0.0238				2.3982479497002205E-18		1.39561242508609

		15.0		0.0000		0.3333		0.0000		0.0167		0.7165		0.0000		0.0222				5.329439888222712E-20		1.39561242508609

		16.0		0.0000		0.3333		0.0000		0.0167		0.7165		0.0000		0.0208				1.1102999767130649E-21		1.39561242508609

		17.0		0.0000		0.3333		0.0000		0.0167		0.7165		0.0000		0.0196				2.1770587778687545E-23		1.39561242508609

		18.0		0.0000		0.3333		0.0000		0.0167		0.7165		0.0000		0.0185				4.0315903293865824E-25		1.39561242508609

		19.0		0.0000		0.3333		0.0000		0.0167		0.7165		0.0000		0.0175				7.072965490151899E-27		1.39561242508609

		20.0		0.0000		0.3333		0.0000		0.0167		0.7165		0.0000		0.0167				1.1788275816919832E-28		1.39561242508609

		21.0		0.0000		0.3333		0.0000		0.0167		0.7165		0.0000		0.0159				1.8711548915745763E-30		1.39561242508609

		22.0		0.0000		0.3333		0.0000		0.0167		0.7165		0.0000		0.0152				2.835083169052388E-32		1.39561242508609

		23.0		0.0000		0.3333		0.0000		0.0167		0.7165		0.0000		0.0145				4.108816187032447E-34		1.39561242508609

		24.0		0.0000		0.3333		0.0000		0.0167		0.7165		0.0000		0.0139				5.7066891486561756E-36		1.39561242508609

		25.0		0.0000		0.3333		0.0000		0.0167		0.7165		0.0000		0.0133				7.6089188648749E-38		1.39561242508609
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Trade-offs

2 Altautomaten
Lq = 0.0095
Ls = 0.3429
Wq = 0.0005
Ws = 0.0171
P(0) = 71%
P(Delay) = 4.8%
Auslastungsgrad = 16.7%

1 Hochleistungsautomat
Lq = 0.0333
Ls = 0.2
Wq = 0.0017
Ws = 0.01
P(0) = 83%
P(Delay) = 16.7%
Auslastungsgrad = 16.7% 
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Server-Pooling

• Prinzip: Eine statt mehreren Warteschlangen
• Bessere Auslastung der Server
• Beispiele: Postschalter, Sekretärinnenpool
• Nachteil: „Lange“ Warteschlange schreckt evtl. Kunden ab
• Trade-off zwischen Transport- und Wartekosten bei Pooling über 

mehrere Standorte (1 zentraler Serverpool vs. mehrere dezentrale 
Server)
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M/M/s-Modell mit begrenzter Warteschlange

• Analog zu M/M/1-Modell mit begrenzter Warteschlange

• N = Maximale Kundenzahl im System > s

• Neu ankommender Kunde wird zurückgewiesen, wenn mehr als N - s 
Kunden warten oder mehr als N Kunden im System sind

• Sonderfall: N - s = 0 (Keine Wartemöglichkeit)

• Beispiel: Parkplatz (jeder Parkplatz ist ein Server) 
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M/G/∞-Modell

• Bei diesem Modell muss kein Kunde warten, da es unendliche viele 
Server gibt
– Beispiel: Selbstbedienung
– Die Anzahl der Kunden im System ist poissonverteilt gemäß

𝑃𝑃𝑛𝑛 = 𝑒𝑒−𝜌𝜌

𝑛𝑛!
𝜌𝜌𝑛𝑛

• Es gilt: 𝐿𝐿𝑠𝑠 = 𝜌𝜌
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Beispiel: Supermarkt

Supermärkte können als 2 sukzessive Warteschlangensysteme 
modelliert werden

– System 1: 
Selbstbedienung im Laden (M/G/ ∞)

– System 2: 
Kasse (falls eine Schlange mit mehreren Kassen: M/M/s)
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Kostenminimierung

Gesamtkosten/Stunde = Wartekosten/Stunde + Servicekosten/Stunde

TC = CwλWs + sCs= CwLs + sCs

Cw = Opportunitätskosten/Stunde eines Kunden

λ = durchschnittliche Ankunftsrate

Ws = durchschnittliche Verweilzeit im System

Cs = Serverkosten/Stunde

s = Serverzahl

Achtung: Gilt nur für Systeme mit s > ρ = λ/µ
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Beispiel: Workstation Miete

• Ein Ingenieurbüro plant Workstations für die Durchführung von 
Statikanalysen anzumieten

• Durchschnittlich werden pro Stunde 8 Statikanalysen durchgeführt 
(poissonverteilt)

• Eine Statikanalyse dauert durchschnittlich 15 Minuten 
(exponentialverteilt)

• Die Mietkosten betragen je Workstation 10 €/h

• Der Stundenlohn eines Ingenieurs beträgt 30 €/h
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Workstation-Beispiel

Berechnung: M/M/s-Modell mit ρ = 8/4 = 2

Achtung: Hier wird mit Lq anstatt Ls gerechnet, da die Ingenieure an der 
Workstation bereits produktiv sind! 

s Lq CwLq sCs TC

3 0.88 €26.4 €30 €56.4

4 0.17 €5.1 €40 €45.1

5 0.04 €1.2 €50 €51.2

6 0.01 €0.3 €60 €60.3
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